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1) Considere as afirmagdes abaixo relativas a conjuntos A, B, e C quaisquer:

I-Anegacdodexe AnBé:x¢ Aoux ¢ B.

N-An(BuC)=(AnB)U(ANC).

Il - (A\B) U (B\A) = (AU B)\ (AN B).

Destas, é (sdo) falsas (s).

a)apenas| b)apenasl!l c)apenaslll d)apenaslelll e)nenhuma.

ALTERNATIVA E
SOLUCAO IDEAL

| — Para que x € A n B, ndo é necessario que x € A e x ¢ B, simultaneamente. Basta um desses dois acontecimentos, ou

seja: x ¢ AN B < x ¢ Aoux ¢ B. Esta é uma das Relagdes de De Morgan. Item Verdadeiro.

Il - Trata-se da propriedade distributiva da intersecao em relagéo a unido. Item verdadeiro.

Il — Sejam X o complemento de X e U o conjunto universo. Lembrando que uma das Leis de De Morgan afirma que (X NYY
=X uY,segueque: (AB)UBW=(AnB)UBNA)=[(AnB)UB]Nn[(ANnB)UA]=

=[(AUB)N(BUB)N[(AUA)N (B UA)=[AuB) nUINn[Un(B UA)]=(AuB)n(AnB)=AUB\(AnB).

Este item diz respeito a propriedade fundamental da diferenca simétrica de conjuntos. Item verdadeiro.

Logo, nenhuma afirmacéao é falsa

2) Considere conjuntos A, BCReCc(AuUB).SeAuUuB,AnCeBnCSséaoos dominios das fungdes reais definidas por
In (x - \/; ), V- X2 +6X-8 e W/E_R , respectivamente, pode-se afirmar que.

-X
a)C=] \/;,5[ b) C =[2,n] c) C=[2,5] d) C =[rn,4] e) C nao ¢ intervalo.

ALTERNATIVA C
SOLUGAO IDEAL

i x=r>0 = x>+n i.—x+6x-8>0 = 2<x%4 i, =550 = n<x<5

Assim: AU B = Wr,+) ANC=[2 4] B C =[x, 5
Desde que C c (A U B) entdo G = (A C) U (BA C) =2, 5[

3) Se z é uma solugéo da equagdo em C,

12
z- E+\z\2 = —[(ﬁ+i)(—%—1—i \/5; 1” , pode —se afirmar que

a)i(z-z)<0 bYi(z-2z)>0 dYjzlc[56]. d)zl c[6.7].

ALTERNATIVA E
SOLUCAO IDEAL

12
z-Z +|Z|2 = —{%[(ﬁ +i)(\/§ —1-iW2 —iﬂ} . Efetuando o produto do segundo membro, obtém-se: — (1 — i)'

12
Como 1—i= /2 cis %—m —i)2= {\/Ecis%n} = 2% cis 217 = — 64

Dai: z-Z+|z|2 =64 .Fazendo Z =a+ bi, coma e b reais: (a + bi)— (a—bi) + a’ + b’ = 64

—>a=+8 = Z=+8 = z+l>8

a?+b? =64
2b=0 z

4) Os argumentos principais das solugbes da equagao em z,
iz+ 3E+(Z+E)2 —-i=0,
pertencem a

n 3n
) }w[

ALTERNATIVA C
SOLUGAO IDEAL

Fazendo z = a + bi, com a e b reais: a.i—b + 3a — 3bi + a®+ 2abi — b? + 2a® + 2b%+ a® — 2abi —b?> —i = 0.
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Portanto, tem-se que: (4a2 +3a-b)+(a—-3b-1)i=0, implica
4a*+3a-b=0

1 . Substituido na equagéo 1:
a-3b-1=0 —>b:§(a—1)

12a°+8a+1=0 = a=—l—>b:—l—>z1:—l—li; ou a=—l—>b:—l—>22:—l—li
6 18 6 18 2 2 2 2

10 50
5) Considere a progressdo aritmética (a1, ay, ..., aso) de razéo d. Se Zan =10+25d e Zan = 4550, entdo d — a; é igual a
n=1 n=1

a)3 c)9 d) 11 e) 14

ALTERNATIVA D
SOLUCAO IDEAL

[2a1+(n—1)d]n
2

(a;+a,)n
SomadaPA: S, = T:Sn:

10
D'a,=10+25d =

n=1

%a 4550 — (2a;+49d)-50
n

n=1

2a,+9d)10
(a—1+2)7zm+25d que levaa: ai+2d=1(eq.1)

= 4550 = 2a+49d = 182 (eq.2)

ay+2d=1

—>ai=—7ed=4. Logo,d-a1=4-(-7)=11
2a,+49d =182

Tem-se o sistema: {

6) Sejam f, g: R — R tais que f é par e g é impar. Das seguintes afirmacoes:
| —f.g & impar,

Il-f ogépar,

Il —g o é impar,

E (sdo) verdadeira (s)

a) apenas | b) apenas Il c)apenaslll d)apenaslell e)Todas.

ALTERNATIVA D
SOLUCAO IDEAL

. Se h(x) = f(x). ).9(- X) = f(x).[= g(X)] = - f(x).g(x) = - h(x) = h & impar ITEM VERDADEIRO
Il. Se h(x) = - x) = f(g(- X)) = f- g(x)) = f(g(x)) =h(x) = hépar = ITEMVERDADEIRO
= g(f- ) = g(fx)) =h(x) = hépar = ITEMFALSO

7) A equagao em X,
X

arctg (e* + 2) — arccotg [

T
= — x € R\{0
ezu} X eR(0)

a) admite infinitas solug¢des, todas positivas.
b)admite uma Unica solugdo, e esta é positiva.

. . ~ . 53
¢) admite trés solugdes que se encontram no intervalo ~53

d) admite apenas solugcdes negativas.
e) ndo admite solugéo,

ALTERNATIVA B
SOLUCAO IDEAL

A equacgdo dada é idéntica a: arc tg (e*+ 2) —arc tg

E% tga — tgp -1
4  1+tgo.tgp

Aplicando a tangente da diferenca: tg (a - B) =tg
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2 2
2y —y“ +1
Chamando e* =y > 0, tem-se: =1 y + =1 =
b2y ) y+ly+2)y? 1)

y
“1+413  _ —1-413
TGYS— - ~

2

Yy +2y?—2y-3=0 <:>(y+1)(y2+y—3)=0 = y1=—1,y,= <0

-1+ \/ﬁ
2
Logo, ha uma unica solugao, que é positiva.

Como y > 0, a unica solugao sera 'y = =213 5e*=13>5x>0

8) Sabe-se que o polindmio p(x) = X’ —ax’ + ax’— 1, a € R, admite a raiz -i. Considere as seguintes afirmagdes sobre as
raizes de p:

| — Quatro das raizes sao imagindrias puras.

Il — Uma das raizes tem multiplicidade dois

Il — Apenas uma das raizes é real

Desta, é (sdo0) verdadeira(s) apenas

a)l b) Il C)u dyrelil e) Ilelll

ALTERNATIVA C
SOLUGAO IDEAL

Uma vez que — i é raiz e todos os coeficientes de p(x) sdo reais, tem-se que i também é raiz de p(x).
Substituindo x = i tem=se que: -aif-aif-1=0 = i+ai-a-1=0 = —(@a+1)+i@a+1)=0 = a=-1
Logo, p(x) = X+ 3= =1,

E possivel identificar que p(x) é um polinémio reciproco de 22 ordem e grau impar; implicando que 1 é raiz de p(x).
Sejam r e s as outras duas raizes de p(x). Pelas relacées de Girard:

r+s+1+i—-i=0 = r+s=-1 = s=-1-r (1)

rs1i(-i)=1 = rs=1 (2)

Substituindo (1) em (2): r(=1-r)=1 = P+r+1=0

1+4/3i “1-4/3i

Ser=— entdo s =
2 2
—1-3i “1+4/3i
2 T2
SA/3i E1- /3]
>

2
Portanto, as afirmagdes | e Il estdo incorretas, enquanto que a afirmacao lll esta correta.

Ser= entdo s

,1,ie—i.

Logo, as raizes de p(x) séo

a + 2b + b5¢
a + 4b + 2
2a + 2b + 2c

Sabendo que a maior das raizes é simples e as demais tém multiplicidades dois, pode-se afirmar que p(1) é igual a
a)-4 b) -2 c)2 d)4 e)6

5
9) Um polindmio real p(x) = Zanx“ , com as = 4, tem trés raizes reais distintas, a, b e ¢, que satisfazem o sistema
n=0
0
6
5

ALTERNATIVA A
SOLUCAO IDEAL

Escalonando o sistema obtém-se:

a+2b+5¢c=0 a+2b+5¢c=0 a+2b+5¢c=0

a+4b+2c=6 = {2b-3c=6 = <{2b-3c=6 = ¢c=-1 = b=32 = a=2
2a+2b+2c=5 -2b-8c=5 -11c =11

2
Logo, p(x) = 4(x —2)?(x +1)? (x —%j = p(1)=-4

15
10) Considere o polindmio p(x) = Zanxn com coeficienteap=-1ea,=1+ian1, n=1,2, ..., 15. Das afirmacgdes:
n=0
Lp(-1)eR, I p(x)|< 4 (3+ 2 +4/5 ), ¥x € [-1,1], Ill. a = au,
é (sdo) verdadeira(s) apenas




ideal

MILITAR SOLUCAO IDEAL - ITA 2009/2010 - Matematica
a)l bl ol dylell e)llelll.

ALTERNATIVA E
SOLUCAO IDEAL

15
Seja P (x) = Zanx” comag=—-1eapn=1+ian_1;n=1,2,...,15. Entdo:
n=0

ag=—1 ar=1-i az=1+i(1—i)=2+i az=1+i(2+i)=2i ar=1+2ii=-1
LOgo auksp = ap, com k e p naturais. Assim: P(x) = [ 1 + (1 = i)x + (2 + i + 2ix°).(1 + x* + X2+ x'?)
Portanto:

| - Falsa

P 1)=[-1+(1-i)=1)+ @+ 17 +2 1)L+ 1)+ 1)+ (1)l = P1)=0=P(-1)eR
Il — Verdadeira

PX)| = |- 1+2ix+ (1—i)x+ 2+ [1+x"+x%+ x| =

POX)| < [l- 1+ 2]+ [(1=i)x] + (2 + P11+ x*+ X3+ x™?)

Para x € [- 1,1], tem-se que: |-1+2ix]|<3  |(1—i).| <2 12 + i) <5 1+x*+x3+x? <4
Logo: [P(x)| < (3+v2 ++/5 ).4

Il — Verdadeira

Como visto anteriormente: as+p = @,. TomandoP =4 ek =1, tem-se: ag = a4 = — 1

11) A expressao (2\/§+\/§)5 —(2\/5—\/3)5 éigual a
a) 2630+/5 b) 2690 /5, c) 27125 d) 1584 V15  e) 160415

ALTERNATIVA B
SOLUCAO IDEAL

Podemos observar que o desenvolvimento em binbmio de Newton de (2\/5 +\/§)5 e (2x/§—\/§)5 possuem 0s termos de
ordem impar iguais e os termos de ordem par com sinais contrarios. Assim, (2\/§+\/§)5 —(2\/5—\/5)5 € igual a duas vezes
a soma dos termos de ordem par de (2J§ +\/§)5 :

(23 +5)° - (23 4B = 2{@(2& V(5 )+@(2¢§ Py +@(£ )ﬂ N
(243 +/5)° - (2/3=4/5)° = 2[720@ $600/5525+/5 } = 26905

12) Um palco possui 6 refletores de iluminagdo. Num certo instante de.um espetaculo moderno os refletores sdo acionados

aleatoriamente do modo que, para cada um dos refletores, seja de % a probabilidade de ser aceso. Entéo, a probabilidade

de que, neste instante, 4 ou 5 refletores sejam acesos simultaneamente, € igual a
16 151 479

16 b) 29 o) o1 d)
27 81 243

a) e) —+—

729 34 35

ALTERNATIVA A
SOLUCAO IDEAL

Pelo teorema da probabilidade binomial:
6)(2)' (1Y (6)2)°(1) 152* 62° 16
==+ = |=| =—+ =—
4)\3) (3 5/13) (3 3° 3 27
13) Considere a matriz
ap az ag
A=1|0 a4 a5 € M3x3 (R),
0 0 ag
Em que a4 = 10, det A = -1000 e aq az, az a4, ase as, formam, nesta ordem, uma progresséo aritmética de razdo d > 0.
Pode-se afirmar que a—d1 € igual a.
a)-4 b) -3 c)-2 d) -1 e)1

ALTERNATIVA D
SOLUCAO IDEAL
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, a, =aq+3d 10=a;+3d d=5
Det A = - 1000 = aq.a4. @ = - 1000 = as.as = -100 assim, para d > 0, temos: = <-100 =
ag =ay +5d a =a1+5d"7 |a,=-5

a; -5
Logo: —t=—"=1
9 d 5

14) Sobre os elementos da matriz
X1 X2 X3 Xy
Y1 Y2 Y3 Ya
0O 0 0 1
1 0 0 O

Sabe-se que (X1, X2, X3, X4) € (Y1, Y2, Y3, Y4) sdo duas progressdes geométricas de razdo 3 e 4 de soma 80 e 255,
respectivamente.Ent3o, det (A") e o elemento (A™"),3 valem, respectivamente,
a) ie12 b) -ie—12 c) -Le12

72 72 72

A= € Maws (R)

ALTERNATIVA C
SOLUCAO IDEAL

X1+ 3x1+9x1+27x1 =80 = 40x1=80 = x13=2
y1+4y1+16y1+64y1=255 = 85y1=255 = y1=3
2 6 18 54

3 12 48 (192 .
Portanto: A = N I detA=(=1)"""(1)(6.48.1-1.12.18) = - 72

10 0 O

Como det(A™") = —— entéo det(A )= ——- .
detA 72
Logo: (A™")zs = det(A™).Adj(A)s = (A ™)y =—%(—1)“2(18.192.1—1.48.54)=12

6
15) O valor da soma Zsen[Z—ajsen[ij, paratodo o €R,éiguala
3" 3"

n=1

3 (o i)l ) i e
a) —| cos| —— |—-cosa b) —| sen, — |—sen| — C) cos| =—— [—cos| ——
2 729 2 243 729 243 729
d) —| cos| —— |- cos| —— e) cos| —— |—cosa

2 729 243 729

ALTERNATIVA A
SOLUCAO IDEAL

5t
Tem-se que sen| — [sen
3n

~ 6 20 o 1 o o o o o o o | _
Entéao Zsen — |sen| — COS| — |—Ccosa +COS| — |—COS| — |+...+C0S| — |- COS| — |+ COS| —— |—Ccos| — || =
= 3N 3N 2 3 9 3 81 27 729 81

(04
= COS———COosa |.
{ 729 }

. . 4n . ~ L
16) Se os numeros reaisa. e 3, com o + § = ?,O <a <P, maximizam a soma sen o + sen 3, entdo o é igual a.

”33 d) Sn e) In

a
) 8 12

ALTERNATIVA B
SOLUCAO IDEAL
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sena+senB—2sen[a+BJcos[a—_BJ—2senﬁcos(a_l3}—x/§cos[a_ﬁj
2 2 3 2 2

Uma vez que o valor maximo de um cosseno € 1, tem-se que:
cos[a;BJ:1 N “T‘Bzzkn — a-B=dkn keZ
ComoO0<a<Pea+f=4n/3, aunica possibilidadeék=0 = a=p=2n/3

17) Considere as circunferéncias Cq : (x — 4)2 +(y— 3)2 =4 e Cy (x -10)2 +(y-— 11)2 = 9. Seja r uma reta tangente interna a
C1 e Cy, isto é, rtangencia C1 e C2 e intercepta o segmento de reta 040, definido pelos centros O1 de C1 e O de Cz. Os
pontos de tangéncia definem um segmento sobre r que mede

a)5v3 b) 45 c) 36 d)% e)9

ALTERNATIVA A

SOLUCAO IDEAL

Sejam: Cq: (x—4)2 + (y—3)2= 2> > =2 Cu (x—10)2 +(y— 11)2= 3 = =3

e O o ponto de intersecgédo de r e 0102, com: 0,0, =10; \/(10—4)4 +(11-32% =10 = 071O+OO2 =10 (1)

Sejam T4 e T, os pontos de intersecg¢édo de r com as circunferéncias Cq e C,, respectivamente.

2 3
60 00 @
1 2

De (1) e (2), temos 0—10=4 e 00,=6.
Logo, dos tridngulos retangulos O01T1 e OO, T>, obtemos: T1—O =23 e T,0= 33 . Assim: TT, = 53

Entao:

18) Um cilindro reto de altura @ cm esta inscrito num tetraedro regular.e tem sua base'em uma das faces do tetraedro. Se
as arestas do tetraedro medem 3cm, o volume do cilindro, em cm3, €igual a .
w3 n w6 w6

3 b
a) ) b) 5 c) 5 d) 9 e)§

ALTERNATIVA D
SOLUCAO IDEAL

Sejam as figuras 1 e 2, segdes planas que contém-as:bases do cilindro:

«H

A A
Podemos obter o tridngulo retangulo abaixo, onde:

\%
V: vértice do tetraedro

AH : raio da base do cilindro

VH': altura do tetraedro = VH' =¥ @
HH' : altura do cilindro

AH VH
—_—
A'H"  VH'

2
— =1 = Viilindro = TE.I'Z. m = n[g} :

A H

19) Um tridngulo equilatero tem os vértices nos pontos A, B e C do plano xOy, sendo B = (2, 1) e C = (5, 5).Das seguintes
afirmagdes:

| — A se encontra sobre aretay = - %x +ﬂ,

2
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Il - A estanainterseccdo daretay = -%x +4—85 com a circunferéncia (x — 2)2 +(y— 1)2 =25,

2
IIl — A pertence as circunferéncias (x — 5)2 +(y-— 5)2 =25e [+ —%] +(y- 3)2 = 7745 e (sdo) verdadeira(s) apenas
a)l b) Il c) i d)lell e)llelll

ALTERNATIVA E
SOLUCAO IDEAL

XgtXc _ 7 yoo = JBIYC 5

1) Determinando o ponto médio de BC : Xac = 2 5

Chamando o ponto médio de P, P = (%3}

2) Calculando o lado do triangulo equilatero

3

t=d(B, C)= \/(XB ~x¢)? +(yg —yc ? =51ogo, a altura do triangulo equilatero: h = -

3) Calculando o coeficiente angular da reta BC: mgc = Ye VB _ ? — Mpc = %

Xc —XB 2

Como a mediatriz é perpendicular a BC: mimgc =-1 > m = ﬁ —>m-= —%

A equagdo da mediatrizsera: y—ya=m(X—Xxp) >y—-3=— %[x —%}
Quantos as afirmativas:

(I) O vértice A se encontra sobre a mediatriz de BC, cuja equacao € y = _73x +%
Logo a afirmativa | e falsa

(I1) O vértice A esta na intersegcao da mediatriz de BC, y = —%x+%, e a circunferéncia com centro em B e raio igual ao
comprimento do lado do tridngule equilatero, cuja equacao sera (x — 2)2 + (y -1 )2 =25

Logo (Il) é verdadeira.

Il — O vértice A se encontra na intersegdo da circunferéncia com centro no ponto inédito de BC e raio igual a altura do

2
tridangulo cuja equagédo é (x—gj +(y—3)2 :§com a circunferéncia com centro em C e raio igual ao lado do triangulo,

cuja equagdo sera (x— 5) + (y — 5)° = 25

Logo a assertiva (lll) é verdadeira.

20) Sejam A, B, C e D os vértices de um tetraedro regular cuja arestas medem 1cm Se M é o ponto médio do segmento AB
e N é o ponto médio do segmento CcD ,entdo a area do triangulo MND, em cm?, é igual a

b)g c)% d)g e)g

ALTERNATIVA B
SOLUCAO IDEAL

Como MN é perpendicular comum as arestas opostas AB e CD , a area pedida é dada por MNND

BY (17 V2

2
Jaque ND = %cm e MD= gcm, tem-se que: MN = 7} _[Ej =7 .Logo, A area procurada é:

21) Sejam A, B e C conjuntos tais que C < B, n(B\C) = 3n(B n C) = 6n(A n B), n(A U B) =22 e (n(C ), n(A), n(B)) é uma
progressao geométrica de razao r > 0.

a) Determine n (C)

b) Determine n (P(B\C)).

SOLUGAO IDEAL
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nB\C)=6n(ANB)
Sabe-se que: {n(B " C)=2n(A nB)=n(C)(pois C = B)
n(A UB)22

Como (B\C) u (B~ C)=B e (B\C) n (BNC) = &, conclui-se que: n(B) = n(B\C) + n(B n C) = 8n(A N B)

Uma vez que (n(C), n(A), n(B)) é uma PG de razdo r > 0, tem-se que:

n(B) = . n(C) = 8n(AnB)= . 2n(AnB) = r=2oun(AnB)=0 (ndo convém, pois n(C) = 0 e n(B\C) = 0 implicariam
n(B) = 0. Dai, (0, 22, 0) ndo seria PG). Assim, deve-se impor que:

(n(A), n(B), n(C)) = (2n(C), 4n(C), n(C)), bem como n (C) = 2.n (A n B). Logo:

n(AUB)=n(A)+nB)-n(ANB) < 2n(C)+4n(C)— @ =22 n(C)=4

b) A partir da solugdo do item anterior, conclui-se que: n(B\C) = 6n(A n B) =3n(C) = 12.
Portanto: n(P(B\C)) = 2"®°) = 2'? = 4096

22) A progressao geométrica infinita (a1, az, ...,an,...) tem razdo r < 0.Sabendo-se que a progressao infinita (a4, as,
...,asn+1,...) tem soma 8 e a progressao infinita (as, a1o, ...,asn,...) tem soma 2. Determine a soma da progressao infinita (a1, az,
-s@ny.-t)

SOLUGAO IDEAL

) . . a
Ser é araiz da PG entdo r = =1 |

an
a a r5n+5
Na progresséo (a1, as, ..., @sn +1, ...) tem-se; —onxb _ 1 = = r°, ou seja, esta progressdo é uma PG de razao r.
A5p¢ - Afr
a1r.5n+4

= r® ou seja, esta progressao também é uma PG de razéo .

. a
Na progress&o (as, @1, ..., asn, ...) tem-se: =203 = —L_—
as, ar

5
Deste modo: a, = 8(1-¢%)=8 1—(—%] —8(1+%]—8+\/§

a, | 84\2 _2(8+J§)_2(8+«/§)(2—J§)_2(16—8J§+2J§—2)_14_6ﬁ
1-r |, W2 2442 (2+42)2-42) | 4-2 4

i -+
2

Portanto: S =

X _n-X
23) Analise afuncdo : R - R, f(x) = % ¢ bijetora e, em caso afirmativo, determine a fungéo inversa .

SOLUGAO IDEAL

a -a b -b
8.3 38 gy lilo o

i) Analise se f é injetora: Suponha que f(a) =f(b) =
) ] p que f(a) = f(b) 2 2 7 3

a b (35_3b) b 1
3BT =0 = (3-8 1| =0

12 possibilidade: 3°=3" = a=b
22 possibilidade: 1+38—1+b =0 = 3°"®=_1 que nao possui solugdes reais
Assim, a Unica possibilidade para f(a) = f(b) € a = b, que caracteriza uma fungao injetora.

a_n-a
ii) Analise se f é sobrejetora: Sejaf(a)=b = 3 23 =b = 38—3—15:2b = ()P-@2b)3F-1=0 =

+ , 2
Ba:w = 3% =bx+yb?+1, como 3" >0deve-seter 3 =b+/b*+1 = a=log,(b+vb*+1)

Parab € IR, tem-se que log;(b ++/b? +1) percorre todos os nlimeros reais, fazendo com que f(x) seja sobrejetora.
iii) Determinagao de f~ o procedimento de determinar f~' & 0 mesmo da andlise se f é sobrejetora, bastando fazera=ye

b = x. Logo, f'(x) = log,(x +Vx2 +1)

24) Seja f: R —» R bijetora é impar. Mostre que a fungéo inversa f': R > R também é impar.
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Deve-se provar que f ~ 1(— y)y=—f~ 1(y), VyeR.

De fato, sejay € R. Entédo, pode-se escrever y = f (x), ou ainda, x = f ~ 1(y), com x real determinado, ja que f é bijetiva e,
portanto, inversivel. Dai, tem-se que — f~ 1(y) =—x(I).

Além disso: y =f(x) @ —y=—f (x) =f (- x) gpois féimpar) o —x=f" 1(— y) (I).

Finalmente, de (I) e (ll), conclui-se que: f~ (—y) = —f! (y), isto &, que f~ " & impar.

6
25) Considere o polindmio p(x) = Zanx“ , com coeficiente reais, sendo ap = 0 € as = 1. Sabe-se que se r é raiz de p, -r
n=0

também é raiz de p. Analise a veracidade ou falsidade das afirmagoes:

| — Seriery, |r1] #|r2|, séo raizes reais e r3 é raiz ndo real de p, entdo r3 € imaginario puro.
Il — Se r é raiz dupla de p, entdo r é real ou imaginario puro.

lll—ap <0

SOLUGAO IDEAL

I. Se p(x) = X¢ + asx’ + asx’ + asx’ + axx’ + aix + ag e ap = 0, entdo todas as raizes de p(x) sdo ndo nulas. Logo, se ry e rp sdo
raizes reais de p(x) com |r| # |r2| entdo tem-se que ry = + rp, fazendo com que as raizes de p(x) sejam da forma ry, r, r3, — ry,
—rz e —r3. Como r3 é raiz ndo real, entdo é a forma r; = a + bi, b = 0. Desde que os coeficientes de p(x) s&o todos reais,
entdo as raizes complexas devem ser, aos pares, conjugadas. Como as Unicas raizes complexas sao rz.e — rs:

r :—_r3 = a+bi=—a+bi = a=0 = r3éimaginariopuro = ITEM VERDADEIRO

Il. Qualquer polinémio cujas raizes sejam da formar,r, r, r,—re —r , onde r é da forma a + bi, com b = 0, satisfaz o
enunciado da questéo e rnéo é nem real e nem imaginario puro. Por exemplo, o polindmio cujas raizessao 1 +i, 1 +i, 1 -1,
1-i,—1—1i,—1+ipossui raiz dupla, satisfaz o fato de r e —r serem raizes de p e também os coeficientes de p serem reais.
ITEM FALSO

Ill. O polinémio que possui as raizes do item Il possui ag = (1 +i)(1 + i)(1 —i)(1=i)(=1—=i)(=1+i)=8>0. ITEM FALSO

26) Uma urna de sorteio contém 90 bolas numeradas de 1 a 90, sendo.que a retirada de uma bola é equiprovavel a retirada
de cada uma das demais.

a) Retira-se aleatoriamente uma das 90 bolas desta urna. Calcule a probabilidade de o numero desta bola ser um multiplo
de 5 ou de 6.

b) Retira-se aleatoriamente uma das 90 bolas desta urnave, rep6-la,retirada-se uma segunda bola. Calcule a probabilidade
de o nimero da segunda bola retirada ndo ser um multiplo de 6.

SOLUGAO IDEAL

RaNEsat
a) p NE)+NO)-N(56) | 5 6] |30]_18+15-3 _1

n(Q) 90 90 3
b) Sejam os eventos:
A: 0 1° nimero retirado é multiplo de 6
B: 0 2° nimero retirado ndo € multiplo de 6, sem o 1° retirado multiplo de 6
C: 0 2° numero retirado ndo é multiplo de 6, sem o 1° retirado ndo multiplo de 6
E(SQ—14)+ (90-15) (89-15) 6675 _5
90 89 90 89 8010 6

Assim, a probabilidade pedida vale: p =p(A).p(B)+p(A€)p(C)=

27) Considere as matrizes A € Maxa (R) e X, B € Max1 (R) :
X b1
s X = y eB=
z
-a b 1 w

a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equagdo matricial AX = B tenha solugéo Unica.
b) Se a’-b’=0,a20eB= [1 1 2 4], encontre x tal que AX = B.

SOLUGAO IDEAL

a) Basta aplicar a regra de Cramer. Desenvolvendo det A pela 32 linha, conforme o teorema de Laplace, obtém-se que:

1 b 1
a b 1

=-2.|b a 0|20 = 2a’°20 = a?z0.
-a b 1

1
2 00
2 b 1
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Assim, para que o sistema linear correspondente a equacdo matricial dada tenha unica solugéo, é necessario e suficiente
que a = 0 (b real qualquer)
b) Com a’-b%=0, tem-se o seguinte escalonamento da matriz completa associada ao sistema linear:

a 1 b 1 1
aL2_—>bL1 0 a-b a2-b2 —-b a-b| 2
L4+L1 |0 1
0 3
1 a ax+y+bz+w=1
1 L3-3L2 | =1
5 |(bak2:14 |0 bz+w =1
a-b 0 -b a-b 0

. Portanto: X =

28) Considere a equagéo (3 - 2coszx) 1+ ’tg2 % ) — 6tg % =0

a) Determine todas as solugdes x no intervalo [0,x]
b) Para as solu¢des encontradas em a), determine cotg x

12 SOLUGAO IDEAL

X
sen—

1 b
COS/E 9512(

2 _ 31 _ 1
2senx—3senx+1=0 = senx_T = senx=1 ou senx—E

[3-2(1-sen?x)]

X X
= 2sen’Xx+1= GSenzcosz = 2sen’x+1=3senx =

. T q g o T
i.senx=1 = X :E+2kn = nointervalo [0, xt[ existe apenas a raiz x :E

.. _1 b 5n . ) . T 5n
ii. sen x =3 = X :E+kn ou X :?+kn = no intervalo [0, ©[ existem apenas as raizes x :E ou X :?

b)i)x:% = cotgx=0; ii)x:% = cotgx:ﬁ;iii)x:% = cotgx:—\/g

22 SOLUGAO IDEAL

2 X

_ _ 1-tg
tgX = + dzcosx tg"‘iz1Cﬂ = t?2+tg? X cosx=1-cosx = cosx=—2
2 1+ cosx 2 1+cosx 2 2 1+t92§

2

Logo: 3-2cos?x=3-2 i = 5
1+1tg° = 11tg2 X
2 ( 95

Substituindo este ultimo resultado na equacéo:

X 4 X X
(1+10t92—+t9 —j 1+10tg? = +tg* =
2 24| _etgXo0 = — 2 " 2 _gigX “X _6tg® X +10tg? = —Btg~+1=0
2 2 2 2 2 72

2 X 2 1+1g? %
(1+tg 2]/ +19 2

Notando que tg% =1 é raiz desta equacéo, pelo algoritmo de Briot-Rufini:

1]

2 2 2
2 X)) o3[ 1etgr x| —2[1-tg2 X 2X X
1-tg ( g 2 g 2 :1+10tg 2+tg 2

1 -6 10
|1 -5 5 !

Assim, oquociente fica da forma tg® % - 5t92%+ 5tg%—1 =0. Pode-se observar que tg% =1 é raiz desta ultima equacgao.

aplicando mais uma vez o algoritmo de Briot-Rufini:
111 -5 5 1 -1

[1 -4 1 1+ 0
Portanto, a equagéo original fica reduzida a t92%—4tg%+1 =0 = tg% =2-3 ou tg%: 2+43
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X
Uma vez que tgx = — 5 entdo tem-se que:
1-tg? =
2
i) Se tg% =2-4/3 entao tgx = g ; ii) Se tg% =2++/3 entdo tgx = —g
Analisemos agora todas as solu¢des no intervalo [0, n«[.
X

i) tg§:1 = E:%-Fkﬂ? = x:g+2kn = no intervalo [0, n[ existe apenas a raiz x:g

V3
3
Ng

i) tgx = -y = X= %Hm = no intervalo [0, n[ existe apenas a raiz x = %

ii) tgx = = X :%+kn = no intervalo [0, [ existe apenas a raiz x =%

b) Desde que cotg x é o inverso de tg x:

i)x:% = cotgx=0; ii) tgx:% = cotgx=\/§; iiil) tgx:—g = cotgx:—\/g

29) Determine uma equagéo da circunferéncia inscrita no tridngulo cujos vértices sdo A= (1,1), B =(1,7) e C = (5,4) no plano
xOy.

12 SOLUGAO IDEAL

Sejam ABC o tridangulo de vértices A (1,1), B (1,7) e C (5,4) com AB =6, BC =5 e AC = 5. Entdo ABC é isésceles de base
AB. Logo, o ponto M(1, 4), ponto médio de AB, pertence A circunferéncia A inscrita ao triangulo ABC e a mediatriz m: y = 4
ao segmento AB contém o centro de A; ou seja, O(xo, 4). Seja r a reta suporte a AC e s suporte a AB, temos:

P XX XX Y S 4y-3x-1=0
Y=Ya Y-V y-1 y-4

s:x—1=0

Para O(xo,4), centro de A, temos:

4.4 -3%, -1 [%o—1
\/42 +32 \/1>2

Assim, sendo xo = 2;5:tem-se r = 1,5ukogo:™ A: (x — 2,5)2 +(y= 4)2 =15

dor=dos < 16 —3x0—1=£(5%—5) = x0=2,5 ou xo =—5 (ndo convém)

2

22 SOLUGAO IDEAL

Calculando os comprimentos dos lados do tridngulo encontra-se c=AB=6,b=AC=5ea=BC=5
Assim: 2p=AB+AC+BC=16 = p=8
Logo: S =./p(p—a)(p—b)(p—c)=+/8.3.3.2 =12
Portanto, o raio da circunferéncia inscrita pode ser calculado da seguinte maneira: S=p.r = 12=8r = r=3/2
Sabe-se que as coordenadas do incentro | = (x, yi)) de um triangulo ABC s&o calculadas a partir das expressdes
_aX,+bxg+c.Xe e v 2Ya +b.yg +C.yc
a+b+c ! a+b+c '

51+51+6.5 5 _51+5.7+64

54546 2 ' 545+6

X

Portanto: x, =

2
Desta forma, a circunferéncia inscrita em ABC possui equagao: (x —%] +(y—47 =

30) As superficies de duas esferas se interceptam ortogonalmente (isto é, em cada ponto da intersec¢do os respectivos
planos tangentes sao perpendiculares).Sabendo que os raios destas esferas medem 2cm e %cm, respectivamente, calcule

a) a distancia entre os centros das duas esferas
b) a area da superficie do sélido obtido pela intersec¢do das duas esferas.

SOLUGAO IDEAL

Sejam S4 e S, as superficies esféricas consideradas. Considere-se um ponto P em S1 n S, e os planos n1 € n2
respectivamente tangentes a S1 e a S, por P.

A secéo reta de qualquer dos diedros formados por 71 € mz, passando por P, passa também pelos centros de S1e Sy, O1 e
02, nesta ordem. Gera-se, assim, o corte representado a seguir:
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P
82
a) Como o angulo O P 0, ¢ reto, tem-se pelo Teorema de Pitagoras que:

[ 2
d (04, 02) = JR% + R% =22+ [gj =g cm, que é a distancia entre os centros.

b) Considerando-se as esferas limitadas por S1 € S, a area pedida corresponde a soma das areas de duas calotas
esféricas, uma em cada superficie esférica dada.

Utilizando as notagbes do item anterior, seja PH a altura relativa a hipotenusa no triangulo PO102, comHem 040, .

Entdo: 01P? = O4H.0402 =,0H = %Cm . Também)} O-H = %Cm_

A altura de cada calota citada pode se obtida subtrativamente, a partir dos raios: 2 — % = Zc:m e E —i :g cm,em Sqe

5 2 10 5

S», nesta ordem.
Finalmente, lembrando que a area de uma calota de altura h contida numa superficie esféerica de raio R € dada por 2nRh,

area solicitada é dada por: 2n(R1h1+Rzh2) = 21 [2.£+g gj = ﬁcm2

q - 5
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