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ﬂD Considere as seguintes afirmagdes sobre o conjunto U ={0,1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9}:

- eUen(U)=10.

I-g<Uen(U)=10.

-5eUe{5}cU.

IV-{0,1,2,5}n{5}=5

Pode-se dizer, entédo, que é (sdo) verdadeira(s).

a)apenas lelll b)apenasllelV c)apenasllelll d)apenasl|V e)todas as afirmagdes

Solvcac) (Aleraatfive )

1) Falsa. @ nao é elemento de U

I1) Verdadeira. O conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto

IIl) Verdadeira. O elemento 5 pertence a U e o conjunto {5} esta contido em U.
IIl) Falsa. Na verdade {0, 1, 2, 5}n{5} = {5}

2) Seja o conjunto S={r e Q : r>0 e r* < 2}, sobre o qual s3o feitas as seguintes afirmagdes:
|- S eS e 7 eS
4 5

I-{xew:0sx<y2ns=2

Mm-+v2es

Pode-se dizer, entédo, que é (sdo) verdadeira(s) apenas.
a)lell b)lelll c)llelll d) I e)ll

Selvede DEAL (Aleraaiive D)
S={reQ:r>0er’ <2} = S={reQ:0<r<42}
1) Verdadeira. Notemosque%e% e Q. TambémOs%<1/§ e Os%<1/§

Il) Falsa. {x eR : 0 <x S\/E} N{reQ:0<r <2 }={reQ:0<r <1/E} = S que é diferente do conjunto vazio.
) Falsa. J2¢Q, logo J2¢s

3) Seja a. um ndmero real, com 0 < a < 1. Assinale a alternativa que representa o conjunto de todos os valores de x tais que

2x2
azx{%J <1.
a)]-o, 01U [2,+of b)]-o0,0[U]2,+oof ¢)]0,2[ d)]-o,0[ e)]2, +oof
Selvgde PEAL (Alernative C)

1 22 ) (0<a<1)
o —=| <120 <a® = 2x-x?2>0= S=02

Vo

) Considere a fungdo f: R —» C, f(x) = 2 cos x + 2i sen x. Entdo, Vx, y € R, o valor do produto f(x) f(y) é igual a:
a) f(x+y) b) 2f(x +y) c)4if (x +vy) d) f (xy) e) 2f (x) + 2if (y)
Seluade (Aleraatfive B)

f(x)f(y) = (2cosx + 2isenx)(2cosy + 2iseny) = 4cosxcosy — 4senxseny + 4icosxseny + 4isenxcosy =
f(x)f(y) = 4cos(x+y) + disen(x+y) = f(xX)f(y) = 2f(x+y)

8) Considere 12 pontos distintos dispostos no plano, 5 dos quais estdo numa mesma reta. Qualquer outra reta do plano
contém, no maximo, 2 destes pontos. Quantos tridngulos podemos formar com os vértices nestes pontos?

a) 210 b) 315 c) 410 d) 415 e) 521

Selvgde [DEAL (Aleraaive A)

Como existem 5 pontos alinhados, entdo existem Cs 3 combinag¢des que ndo formam tridngulos.
Assim o numero de combinagdes que formam tridngulos sédo todas as combinagdes de 12 tomadas 3 a 3 subtraidas das
12-11.10 5-4-3
- =210
3-2 3-2

combinagdes que ndo formam triangulos: Ci23—Cs3 =

2% (x2 + 1)

@) Sejax e R eamatrizA= . Assinale a opgéo correta.
2 log,5

a) Vx € R, A possui inversa.
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b) Apenas para x > 0, A possui inversa.

c) Sao apenas dois os valores de x para os quais A possui inversa.
d) Nao existe valor de x para o qual A possui inversa.

e) Para x = log»5, A ndo possui inversa.

Solvcao) (Aleraatfive &)

Tiramos diretamente que: det A = 2%(logz5 — (x° + 1)™).

Como 20 V xeR, detA=0 < l0g5—(C+1)" %0 = logs5 =

x% +1

Como log5>1e <1, V xeR, entdo a desigualdade acima é verdadeira V [leR.

x2 +1

Ou seja, det A = 0, V xeR. Logo A possui inversa.
7) Considerando as funcdes arc sen: [—1,+1]—{—%,%}e arc cos: [-1, +1] — [0, w], assinale o valor de

3 4
COs | arcsen— + arccos— |.
5 5

6 7
=2 b) —
2) 25 ) 25 °)

Selvcao! (Aeraaive B)

. _3 T T _ 4 _ 4 _3
Seja senx = 3 comxe [_E’E] = COSX = 5 Analogamente, cosy = 3 com ye [0,nr] = seny= 3

N
13

1
— d e) —
3 )5 )12

@) Considere um poligono convexo de nove lados, em que as medidas de seus angulos internos constituem uma progressao

aritmética de razéo igual a 5°. Entéo, seu maior angulo mede, em graus.
a) 120 b) 130 c) 140 d) 150 e) 160

Selvcao! (Aeraaive B)

A soma dos angulos internos do poligono é igual a: Sp=(n—-2)180 = Sg=7180 = So=1260

A soma dos angulos internos em PA é dada por Sg = W =1260 = a;+ag =280 = (ag —8-5)+ag =280 = ag =160

3
@) O termo independente de x no desenvolvimento do bindmio ﬂ -3 X
| 5x 3Jx

a) 729%/45 b) 972315 c) 891 ?E d) 376 %/g e) 165375
Solvcao) (Aleraative E)

12
é:

O termo geral de um binémio (a + b)" & dado por Ty,4= (:]a”kbk

12) [33/x i 5 “ 12) (3 127K 5 “ 12—k
X X _ - _
Teoq = f_ ERYICLIN R S \/: 40 (X1/6 1/2) (x1/3-1/6 )k
k 5x 34/x k 5 3
Para obtermos o termo independente, temos que ter: —%(12 —-k) +%-k =0=k=8
12y B 5 1211109 9 25 (.[5)
Substituindo k = 8 , temos : Ty = = _i/: :ng; ..... 32
8 5 3 4.3.2 25 9 3

2 2 3 3/
T :495.3‘}2—2 =Ty :495.3‘}2—2-%: To =495.%:>T9 =165375

19) Considere as afirmagdes dadas a seguir, em que A é uma matriz quadradan x n, n > 2:
| — O determinante de A é nulo se e somente se A possui uma linha ou uma coluna nula.
I - Se A= (a;) étalque aj;=0parai>j,comi,j=1,2,..,n, entdo det A = a41 a2z ... ann.
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Il — Se B for obtida de A, multiplicando-se a primeira coluna por \/E + 1 e a segunda por JE — 1, mantendo-se inalteradas
as demais colunas, entdo det B = det A.

Entédo, podemos afirmar que é (sdo) verdadeira(s).

a)apenas Il b)apenaslll c)apenaslell d)apenaslielll e)todas

(Aleraative D)

11 . . . .
| — Falsa. A matriz 1 possui determinante zero e nenhuma linha ou coluna € nula.

a1 a2 a3 ... a8
0 ay ap; .. ap
Il — Verdadeira. Aplicando o Teorema de Laplace sucessivamente namatriz A=|0 0 asz .. as,| encontramos que
0 O 0 .. ap
det A= a4q1.a22...ann.
Il — Verdadeira. Pelas propriedades de determinante: [ [1 \:(1/_\+ X«/\_— )\ |11 = detB=detA

) Considere um cilindro circular reto, de volume igual a 360 cm®, e uma piramide regular cuja base hexagonal esta inscrita
na base do cilindro. Sabendo que a altura da piramide é o dobro da altura do cilindro e que a area da base da piramide é de

54J§ cm3, entdo, a area lateral da piramide mede, em cm?.

a) 18427 b) 27 V427 c) 36 V427 d) 108 v427 e) 45427
Solvcao) (Aleraatfve &)

Seja ¢ e a aresta da base da pirdmide. Como esta base € um hexagono, entéo ¢ é igual ao raio R da circunferéncia que &
base do cilindro.

2 2
23 = 54\/§=6—€f

SheX=GT = (=6cm

Vai = 1R%hgi = 360m=36nhei = hai=10cm = hyr =20 cm

2
Se g ¢ o valor da altura de cada face lateral da piramide: g2 = (hoir )2 +[§J = g=v400+27 =427 cm

thy; J
Assim: A_ :6%: 6% = AL =18y427 cm?

) o conjunto de todos os valores de a, a € }—%, %[ , tais que as solugdes da equagéo (em x) x*- {‘/Exz + tga = 0 séo
todas reais, é:

= SIS IR IS

Selvgde (Aleraatfive D)

Fazendo uma troca de variavel do tipo X2 = y, temos que a equagéo fica na forma y2 -{48y+tga=0.

Para que haja raizes reais é necessario que A = Y48 -4tga >0, ou seja, tga < \/5 . De acordo com o enunciado e com a

~ . . . T
conclusao anterior temos que o intervalo procurado é [0, 5} .

i13) Sejam as funcdes f e g definidas em R por f(x) = X’ + ax e g(x) = - (x2 + Bx), em que o e B sdo numeros reais.
Considere que estas fungdes séo tais que:
f G
Valor minimo Ponto de minimo Valor maximo | Ponto de maximo
-1 <0 S >0
4
Entédo, a soma de todos os valores de x para os quais (fog) (x) = 0 é igual a:
a)0 b) 2 c)4 d)6 e)8

Seluste (Aleraative D)

Como o valor minimo de f € —1, entdo tem-se que o = £ 2, porém, como o ponto de minimo é negativo, entdo o = 2.
. . 9 ) . . . ~
Sabendo que o valor maximo de g é 7 temos que B = £ 3, porém, como o valor de maximo é positivo, entéo = - 3.

Diante das conclusdes anteriores, temos que f(x) = x* + 2x e g(x) = - X* + 3x.
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fogx)=0 = f(g(x))=0= (- X2 + 3x)2 +2(- X2 + xX)=0 = =6+ 7% +6x=0, cuja soma das raizes é 6.

¥4) Considere todos os numeros z = x + iy que tém maddulo g e estdo na elipse X+ 4y2 = 4. Entéo, o produto deles é
igual a:
a) 2 b) =2 o A 92 e)4

9 16 25 7

i (Aleraatiive B)

Sabendo que |z = VG +y? (1)

Isolando x* na equacgao da elipse e substituindo em (1), temos: 44 — 3y2 = g , que resolvidada:y = +

V3 3. V3

- . = 3. . .
Estes valores irdo nos gerar 4 numeros complexos que sdo: z1 =1+ gl 1 Z2=-1+ TI ;Z3=-1 -TI ;zZa=1 -TI

3 3)_49
P=2z1zpz324 = |14+ — | [1+— |=—
= (10 3)(143]- 2

2° Selvede PEAL
Notemos que existem 4 solug¢des, uma vez que o raio da circunferéncia € maior que o semi-eixo menor. Pela simetria, as
solugdes sdo dois pares de nimeros complexos conjugados, ou seja, z4,24,22,Z5 .

49

Assim: 21212222 :l Z4q |2| Zy |2:| z |4: E .

1) Para algum numero real r, o polindmio 8x® — 4x? - 42x + 45 ¢ divisivel por (x — r)z. Qual dos numeros abaixo esta mais
proximo de r?
a) 1,62 b) 1,52 c) 1,42 d) 1,32 e) 1,22

Selvede (Alseraaive BY)

Sendo r a raiz dupla da equagao, entao r deve ser raiz simples da equagao derivada:

24x° —8x — 42 = 0 < 12x° — 4x — 21 = 0, cujas raizes s30 3/2 e — 7/6.

Deve-se, agora, verificar qual desses dois valores é raiz da equagao original, o que é facilmente feito por Briot-Ruffini.
Conclui-se que r = 3/2 = 1,50.

%)) Assinale a opgao que representa o lugar geométrico dos pontos (x, y) do plano satisfazem a equagao

x2+y2 x y 1
det| 40 261 55

4 2 01

34 5 3 1

a) Uma elipse b) Uma parabola c¢) Uma circunferéncia d) Uma hipérbole e) Uma reta

Solvcac) (Aleraatfive )

Pelo teorema de Jacobi, adicionando a quarta linha, previamente multiplicada por —1, as trés primeiras linhas, o determinante
nao se altera e a equacao fica:

x2+y2-34 x-5 y-3 0 x2+y2-34 x-5 y-3 0 x> +y2-34 x-5 y-3 0
6 -3 3 O ss8e33 2 LRI NP,V DR 2 -1 Os
-30 -3 -3 0 -10 -1 -1 0 -10 -1 -1 0
34 5 3 1 34 5 3 1 34 5 3 1

Utilizando o teorema de Laplace na ultima coluna, a equagéao finalmente assume a forma:
x2+y2—34 x-5 y-3
2 -1 1 |=32 & X+ y2 —4x -6y —12 =0, que é a equagdo de uma circunferéncia, de centro (2,3) e raio
-10 -1 -1

17) A soma das raizes da equacgao 22+22- |z|2 +2z=0,z € C, éigual a:

a)-2 b) -1 )0 d) 1 e)2
Solvcao) (Aleraatfive &)

A equacao dada é equivalente a: 22+2%-27+22=0 z.(z2 +z-z+ 2)=0<2z=0o0uz

Fazendo z = x + yi, com x e y reais, a segunda possibilidade fica:

242-2+2=0.
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(x2 - y2 +2)+(2xy+2y)i=0 < - y2 =-2e ygx+‘|) = 0. Na segunda equagéo, ha duas possibilidades:
a) y = 0. Nesta situagao, a primeira equacgao fica: x“ +2 = 0, que ndo convém.

b) x = - 1. Aqui, a primeira equacdo assume a forma y2 =3.Dairy=+ \/5 .

As raizes da equacgao sao, portanto: z=0, z = —1+i\/§ ez= -1-iW3, cuja soma vale — 2.

%) Dada a equacao X+ (m +1) X2+ (m +9) x +9 =0, em que m é uma constante real, considere as seguintes afirmacdes:
| - Se m € ]-6, 6[, entdo existe apenas uma raiz real.
Il — Se m = -6 oum = +6. entdo existe raiz com multiplicidade 2.

Il -V m e R, todas as raizes séo reais.
Entédo, podemos afirmar que é (sdo) verdadeira(s) apenas.
a)l b) II c) d)yllelll e)lell

Selvese (Aleraavae B)

Inicialmente, perceba-se que, para todo m complexo, — 1 é raiz da equagdo dada. Aplicando Briot-Ruffini, a equagao
transforma-se em (x + ‘I).(x2 + mx + 9) = 0. Basta analisar agora o discriminante do fator quadratico: A = m? — 36.

|. VERDADEIRA, pois A < 0 em tal intervalo, o que produz uma Unica raiz real, — 1, duas raizes complexas nao reais.

Il. VERDADEIRA, pois: se m = — 6, entdo 3 é raiz dupla; se m = 6, entdo — 3 é raiz com multiplicidade 2.

Ill. FALSA, bastando escolher m no intervalo ]- 6,6] para negar a afirmacéo.

ﬂ@D Duas circunferéncias concéntricas C1 e C, tém raios de 6 cm e GJE cm, respectivamente. Seja ABuma corda de C,,

tangente a C4. A area da menor regido delimitada pela corda AB e pelo arco AB mede, em cm>.
a)9 (n-3) b) 18 (n + 3) c)18 (n-2) d) 18 (n + 2) e) 16 (n + 3)

Selvgde PEAL (Aleraatve ©)
A area S pedida é a de um segmento circular de raio 6 J2e angulo central 90°. Com efeito, sendo O o centro das
circunferéncias e T o ponto em que a corda AB intersecta a circunferéncia menor, tem-se que o tridngulo TAO é retangulo em

T,AO = 6J§ e TO = 6. Logo, o triangulo TAO também & isésceles, e, portanto, o dngulo que define o segmento circular é:
AOB = 2.A0T, cuja medida é 2.45° = 90°. Desse modo:

2
S= %(a—sena):@(ﬁ—sengj =18(n - 2) cm?

2

20)) A area total da superficie de um cone circular reto, cujo raio da base mede R cm, é igual a terga parte da area de um
circulo de didmetro igual ao perimetro da se¢ao meridiana do cone. O volume deste cone, em cm3, éigual a:
T T

a) nR° b) tv2 R® c) —n° d) ny/3 R® e) —— xRS

V2 V3
Selvede (Aleraafvae B)

Sejam g e h as medidas da geratriz e da altura do cone, em cm, respectivamente. Entdo, a segdo meridiana do cone tem
perimetro igual a 2(g+R). Assim, sendo Sita @ area total do cone e Scircuio @ area do circulo descrito, cujo raio sera R+g, tem-
se que:

1 1
Stotal = 3 Seicwe = TR(R + Q) =3 R+g)P < 3R=R+g < g=2R

Além disso: g2 =R*’+h?=4R?’=R?+h?’=h= R\/g . Portanto, o volume do cone é:

v _Shaseh _ RZRyY3  7R®
cone — - -
3 3 V3

As questdes dissertativas, numeradas de 21 a 30, devem ser resolvidas e respondidas no caderno de solugées.

24) Seja A um conjunto ndo-vazio.

a) Se n(A) = m, calcule n(P(A)) em termos de m.

b) Denotando P’(A) = PA) e P ko 1(A) =P (P“(A)), para todo numero natural k > 1, determine o menor k, tal que
n(Pk(A))z 65000, sabendo que n(A) = 2.

PEAL

a) 12 Solugéao

Os subconjuntos de A podem ter 0 elemento (vazio) ou s6 1 elemento ou s6 2 elementos ou ....ou m elementos (A). A
quantidade total de subconjuntos €, portanto, igual a;

N(P(A)) =Cmo+Cm1+Cm2+...+Cym=(1+1)"=2"
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22 Solugao
Suponha-se inicialmente m > 0. Para formar um subconjunto qualquer de A devem ser tomadas m decisdes consecutivas, a
fim de determinar se cada elemento de A sera ou ndo elemento de tal subconjunto. Como, para cada deciséo, ha 2 modos de

responder(“sim” ou “n&o”), pelo principio multiplicativo havera um total de : 2.2.2.....2 = 2™ subconjuntos.
£llenf
m fatores
Caso m =0, o raciocinio acima nao se aplica. No entanto, a formula continua valida, uma vez que neste caso A= J [ 0 [ [
ogooooooooobbooooobooooooooa

DooooooooDoodoofanodD  mio ool
Dobooo” goodooobooooooobobbOobObOobOboDoDmomomoooobooooooobooboobooboo
goooooooboboobomMmmmm 00 O
gooooooooobbobbobbOobboboooommooooboooobooobobODbbDbOoo

- gooooobooool gogooa

52"
of'ooooocdhboo = 2" - 22
item a hipotese
de indugdo
2 na base, totalizando k + 1 algarismos iguais a 2. Logo, a férmula é valida para todo natural maior que zero.
Assim, a inequacao n(P*(A)) > 65000 fica (observando que m = 2):
2

, em que ocorrem Kk algarismos dois no expoente mais um algarismo

2...2
22 > 65000 , em que aparecem k + 1 algarismos iguais a 2 (devido ao fato de m ser igual a 2).

22
Como 2'° < 65000<2' =22 , basta impor que k seja, no minimo, 3.

@@) Uma caixa branca contém 5 bolas verdes e 3 azuis, e uma caixa contém 3 bolas verdes e 2 azuis. Pretende-se retirar
uma bola de uma das caixas. Para tanto, 2 dados s&o atirados. Se a soma resultante dos dois dados for menor que 4, retira-
se uma bola da caixa branca. Nos demais caso, retira-se uma bola da caixa preta. Qual é a probabilidade de se retirar uma
bola verde?

Selvedo [DEAL

Seja p1 a probabilidade de sair a bola verde na urna 1 e p, a probabilidade de sair a bola verde na urna 2.

Seja x o valor que aparece no 1° dado e y o valor que aparece no 2° dado.

Como existem 6 valores para x e 6 valores para y, existem 36 maneiras de escrevermos a soma x + y, levando em
consideracdo a ordem dos termos (3 + 4 é diferente de 4 + 3).

Para x + y < 4 temos as seguintes possibilidades: 1+1, 1+2 e 2+ 1, ou seja, 3 casos.

Portanto, a probabilidade da soma dos numeros nos dados ser menor que 4 é igual a 3—?;3 = % € sair soma maior que ou

igual a 4 probabilidade de 1——— =+
12 12
Desta forma: p4 =p p _15_5 e pr=p p _Ms_n
- M1 soma < 4-Mverde urna1 128 96 2 soma >4 -Mverde urna 2 125 20 .
. 5 11 289
Como a bola verde sai da urna 1 ou da urna 2: =p1+pr=—+—=——
Pverde =P1+P2 96 20 _ 480

9%3)) Determine os valores reais do parametro a para os quais existe um nimero real x satisfazendo \/1—x2 >a-X.

Para que exista solugéo real para a inequacédo devemos ter 1 — x>0 = ¥<1 = —1<x<1.

Assim, existe um arco y (0 <y < 2r) de modo que x = sen y. Desta forma: 1 -x2>a-x = 1—(seny)2 >a-seny =

\/coszyza—seny = acg|cosy|+seny = asﬁ(ﬁ|cosy|+gseny}

2
Se cos y > 0 temos que a < \/E[gcosy +%seny} = ac< 2.sen[y +§j
Se cosy <0temos que a< \/E(—%cosy +€seny} = ac< 2.sen(y —%)

Como — 1 <seny <1, entdo temos, nos dois casos, que a < \/E .

60
1+i
24) Sendo z = , calcule ZZ“ = ‘z +z2 4+ 23 +...+26°‘.

V2

n=1

pooo
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Sellvaie PEAL

1+i . b1
Inicialmente notemos que z = =cos| — |+isen — |.
2 4 4

61r 61n T\ . e
cos| +i.sen cos| — |—i.sen| =
( 4 J [ 4 j [4j [4j‘

Desta forma: S=|z+2z2+2%+..+2% |= z° —z|_ .
| | ‘ cos[ﬁj + i.sen(ﬁj -1 ‘
4 4
2 2 2 2
‘_2_|2 g 2‘ - —I\/— 2 9
. \/_ 2 4+2ﬁ
‘ oy ‘ 2 ) ——J5+1+ \/2
S 5 4

7)3) Parab > 1 e x >0, resolva a equagdo em x: (2x)'°%2 _ (3x)'°%:3 _ ¢ .
¢ BEAL
Aplicando log, na expressao temos que: [ [} [D]Iﬂ k2 ﬂ]: O %[:Dﬂ 8 ﬂ] = logp 2.logy 2x = logy 3.10gp 3x =

logp 2x _ logy 3x = logs (2x) = logz (3x)

log,3 logy 2
3¢ 2P
Seja o = logs (2x) e P = logz (3x). Pela definigdo de logaritmo: 2x=3% e 3x=2 = «x :7 e X =? =
3¢ 2P

= = 3= g
7 =3 )
Entretanto, temos o = B, fazendo com que a Unica solugéo para (*) sejao = =—1.
Portanto: logs(2x)=-1 = 2x=1/3 = x=1/6

% Selveio DEAL
Aplicando logy, na expressao temos que: [ [} [uuj ke D]: O ﬁ[;uﬁ 2 D] = logy2.logp 2x = logp 3.10gp 3X =

logs 2(logs 2 + logsx) = logs 3(logs 3 + logex) = (logs 2)? + logp 2.10gs X = (logs 3) + logy 3.logh X =
(logy x)(logp 3 — logy, 2) = (logy 2 — logp 3)(log, 2 + logy 3) = logp X =—(logp 2 +logp, 3) = logp X =—logp 6 =
logp x =logy (1/6) = x=1/6

24%)) Considere a equacao x*+3x*-2x+d =0, em que d € uma constante real. Para qual valor de d a equagédo admite uma
raiz dupla no intervalo ] 0, 1[?

T Selugio [

Suponhamos que as ralzes de x® + 3x% — 2x +d =0 sejam a, a e b. Pelas Relagdes de Girard temos que:
2a+b=-3(1) 2ab+a’=-2(2) a’b=-d(3)

Substituindo (1) em (2): 2a(-3-2a)+a’=-2 = -6a-4a’+a’=-2 = 3a’+6a-2=0 = a=-1+

Ji5 215
22

Como a € ]0, 1[ ent&o a unica solugdo possivel € a=-1 +T .Assim, b=-3-2a=-1-

Deste modo: d:—azbz—[—1+‘/_} [_ 2‘/_] [ _2\/%+§][1+2\/E]:[8—2\/E][3+2\/E]

15
3

3 3 3 3 3 3 3

d:24+16\/ﬁ—6\/ﬁ—60 d:1odﬁ—36
9 9
% Selveie [BEAL

Se uma equacéo polinomial possui uma raiz dupla, entdo esta também é raiz de sua derivada. Assim:

P’(x) = +6x—2 = x=-1 iT . Como x € ]0, 1[ entdo a Unica raiz possivel &€ x = —1 +T .

3 2
Aplicando este valor na equacéo: (— 1 +@j + 3(— 1 +@j —2[— 1 +@J +d=0 =

\/_ ~5+415-1+3— 2\/_+5+2— \/_ = d:@
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27) Prove que, se os angulos internos a, p ou y de um tridngulo satisfazem a equacéo sen (3a) + sen (3f) + sen (3y) = 0,
entéo, pelo menos, um dos trés angulos internos a, B ou y é igual a 60°.

sen(3a) + sen(3p) + sen(3y) = 2sen[3(a. + B)/2]cos[(3a — 3B)/2] + 2sen(3y/2)cos(3y/2) =

= 2sen[3(180° — y)/2]cos[(3a — 3B)/2] + 2sen(3y/2)cos(3y/2) = 2sen[270° — 3y/2]cos[(3a — 3B)/2] + 2sen(3y/2)cos(3y/2) =
= — 2cos(3y/2)cos[(3a — 3B)/2] + 2sen(3y/2)cos(3y/2) = 2cos(3y/2)[sen(3y/2) — cos[(3a — 3B)/2] =

= 2c0s(3y/2)[cos(90° — 3y/2) — cos[(3a — 3B)/2] = — 4cos(3y/2)sen[(180° + 3o, — 3B — 3y)/4]sen[(180° — 3o + 3P — 3y)/4] =
= — 4cos(3y/2)sen[(180° + 3o, — 540° + 3a.)/4]sen[(180° + 3B + 3B — 540°)/4] =

= — 4co0s(3y/2)sen(3a/2 — 90°)sen(3p/2 — 90°) = — 4cos(3y/2)cos(3a/2)cos(3p/2) = 0

Assim, pelo menos um dos valores de cos(30/2), cos(3p/2), cos(3y/2) deve ser igual a zero.

Perceba que cos(3x/2) =0 = 3x/2=90°+ (180°%k = x=60°+ (120°k, ke Z

Se x for angulo de um triangulo (no caso, x pode ser igual a o, B ou ), a Gnica solugéo possivel é x = 60°.

Portanto, pelos menos um dos angulos o, p e y deve ser igual a 60°.

5) Se A é uma matriz real, considere as defini¢gdes:

| — Uma matriz quadrada A é ortogonal se e so se A for inversivel e A ' =A"

Il — Uma matriz quadrada A é diagonal se e s6 a;; = 0, para todo i, j =1, ...n, comi#j.
Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que séo, simultaneamente, diagonais e ortogonais.

BEAL

a 0o
SejaA=|0 b 0| e como A é ortogonal e diagonal entao: A T=A'= A
0 0 c
a2 0 0| [100
Portanto: AA™'=1 = AA=l = A’=| = [0 b?2 0|=[0 1 0| = a’=1 b’=1 c?=1
0 0 c?| |0 0 1
As matrizes procuradas séo:
100 10 0 1.0 0 -1 0 0 -100 -10 0
Ar =10 10|,A2=1]01 0|,A3=1]0 -1 0f,A2=|0 -1 0|,AA=]0 10,A=|0 1 0],
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0O 0 -1 0 0 1 0o 0 -1
1 0 0 -1 0 O
Az7=10 -1 0|,As=|0 -1 0
0 0 1 0O 0 1

29) Sejam r e s duas retas que se interceptam segundo um angulo de 60°. Seja C1 uma circunferéncia de 3 cm de raio, cujo
centro O se situa em s, a 5 cm de r. Determine o raio da menor circunferéncia tangente a C4 e a reta r, cujo centro também
se situa nareta s.

DEAL
1043

3

Como AO=5cme ZLAO0O=60° = OO'=

Em APQQO’ temos PQ=Re O'Q :2\/_%.

Portanto: 00’ = 0'Q + QM + MO = %:N—%

R(2y3+3) _104/3-9 ~ R 1043 -9

3 3 2343

+R+3 =

R=29-1643 cm

&0)) Sejam os pontos A: (2,0),B:(4,00eP: (3,5+ Zﬁ ).

a) Determine a equagéo da circunferéncia C, cujo centro esta situado no primeiro quadrante, passa pelos pontos Ae B e é
tangente ao eixo y.

b) Determine as equagdes das retas tangentes a circunferéncia C que passam pelo ponto P.

Sellvaie PEAL

a) Supondo que D (a; b) é o centro da circunferéncia e R é o raio desta circunferéncia, entdo: a > 0, b > 0, pois D esta no 1°
quadrante e (x —a)® + (y — b)? = R? é a equag&o reduzida da circunferéncia.
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Como A (2; 0) e B (4; 0) pertencem a circunferéncia, entdo: (2 — a) +( b)? = R? (1)

(4 —a)’ + (-b)* = R* (Il)

Fazendo (Il) - (1), obtém-se: 12-4a=0 = a=3
Note que R=a=3,logob =2 \/E , sendo assim, a equacgé&o procurada e (x — 3)2 +(y-2 \/E )2 =9

b)

. ; PD _ 4
De acordo com a figura acima percebemos, que tgo. = roh) = 3

Sendo t a reta tangente a circunferéncia que passa pelo ponto P,
cuja equagédo é t: y = mx + h, onde m é o coeficiente angular e h é

coeficiente linear. Perceba que m = - % logot:y=- % +h,

substituindoP,teremos:5+2J§ =-4+h > h=9+2\/5 =

t:y= -%x +9 +2«/§ , porém, m também pode ser % , heste caso a

equagdodetéy= %x+1+21/§.

2° Concurso de Bolsas para 2004
Inscricoes de 5 a 8 de janeiro
Prova dia 10 de janeiro
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