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1) Sabe-se que:
a=[a] + {a}, Va € R, onde [a] ¢ a parte inteira de a
x+[yl+{z} =4,2
y+[z]+{x}=3,6 ,comx,yez e R
z+[x]+{y} =2

Determine o valorde x —y + z
Solu¢io:
X+[y]+{z}=4,2 1
y+[z]+{x}=3,6 I
Z+[x]+{y}=2 11

Somando as trés equagdes, temos: 2(x +y+2z)=9,8 = x+y+z=49 IV
Fazendo IV —1I1I, temos: [y] + {x} =2,9 = [y]=2¢ {x} =0,9

Fazendo IV —1I, temos: [x] + {z} = 1,3 = [x]=1e {z} =0,3

Portanto, conclui-se que: {x} =0,9 e [y] =2

Fazendo IV — I, temos: [z] + {y} =0,7 = [z]=0¢ {y} =0,7

Como [y] =2, entdo {y} =0,7¢[Z]=0

Desta forma, temos a solugéo: (x;y; z) = (1,9; 2,7; 0,3)

Assim,x —y+z=19-27+03=-0,5

2) Um triangulo isésceles possui seus vértices da base sobre o eixo das abscissas e o terceiro vértice, B sobre o eixo

positivo das ordenadas. Sabe-se que a base mede b e seus angulos oposto B = 120°% Considere 0 lugar geométrico dos
pontos cujo quadrado da distancia a reta suporte da base do tridngulo é igual ao produto das distancias as outras duas retas
que suportam os dois outros lados. Determine a (s) equagao (0es) do, lugar geométrico e identifique a(sO curvas(s)
descrita(s).

Solu¢io:

Sejam A, B e C os vértices do triangulo. No sistema dado, considerem-se A(—E,O), C (2,0), B (0,%} (pois B
mede 120° e o triangulo € isdsceles) e P(x, y) um ponto pertencente ao lugar geométrico. Sejam M, N€Q as projecdes do
ponto P sobre os lados AC, AB e BC, respectivamente. Entdo PM” = PN-PQ (¥)

reta AB :2\/§x—6y+b\/_ =0

reta FC :—2\/§x—6y+b\/_ =0

_ ‘Zﬁx—6y+b\/§‘ ‘—2\/§x—6y+b\/§‘
Jevsf o J2df o
B EROREa)

y' = 5 & 48y = 36— 12b+/3 y + 36y* - 12¢)]

12+ 12y* + 12b43y=3b>  ou 12x>— 84y* + 12b4/3 y = 3b* <

De (¥), vem: \y\z

2
X+ [y +¥J = b”: circunferéncia de centro em {O,—%J e de raio b.
2
LA

X2 14 " b3 _ b . ... b
ou >~ > = 1: hipérbole, centrada em | 0,—— |, com semi-eixos: real, — ; imaginario, — .

b [bj 14 V7 7

N 7
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R Z , .
3) Sabe-se que z;Z, = 23 e | z3+ 74| — | zZ3 — 24 | = 0, sendo z,, z,, z;3 e z, nimeros complexos diferentes de zero. Prove
z

4
que z; e z, sdo ortogonais.

Obs: nimeros complexos ortogonais sdo aqueles cujas representacdes graficas sdo perpendiculares entre si e Z € o nimero

complexo conjugado de z.
Solu¢io:

Zs + Zi\ = |2~ Zo) = |ZsP + |Zaf + 2 |Z5]|Z4| cOs O34 = |Zsf + |Zsf* — 2|Z5] 1Z4| cOs B34 <

37 .
4|Z5] | Zgl cos 034,=0 < 0O3= %ou%r (Angulo entre os complexos 3 ¢ 4)

Portanto, sendo arg (w) o argumento do complexo ndo nulo w:

—_— Z —_—
2,2, :z—3 = arg(Z,.Z,) =arg
4

— 3 .
arg Z, +arg Z, =argZs—argZ, =03, < argZ, —argZ,= %oujﬂ & | Zy e Z, sdo ortogonais

=)

4) Dada a fungdo F: IN* — IN, com as seguintes caracteristicas:

F(0,0)= 1

F (n, m + 1) = q. F(n, m), onde q é um numero real diferente de zero;
F(n+1,0)=r"F (n,0), onde r ¢ um numero real diferente de zero.

2009

Determine o valor de Z F(i,1),i € IN.

i=0
Solu¢io:

Perceba que a seqiiéncia a, = F(n, 0) ¢ uma PA de razao r, pois a,+; = a, + 1.
Assim: a,=ap+nr = F(n,0)=F(0,0)+nr = F(,0)=nr+ 1

Por outro lado:

F(n, n) = gF(n, n— 1) = ¢°F(n, n - 2) =q’F(n, n— 3) = ... = q"F(n, 0) = F(n, n)=q"(ar + 1)

2009 2009 ). 2009
S= Z q'(ir+1) :r(z i.qu-i- z q'
i=0

i=0 i=0

2000 A 2009
= r(z i.q‘]+ Z q =
i=0

i=1

2009 2009 2009 2010 2010 2010 2 2010 2009 2010
: - : — - - — —
= r(E q+D.q +t D q‘j+q T r(q T kS <11 j+q =
i=1 i=2 q-=

i=2009

+ 4.+
q-1 q-1 q+

q-1

q-1 q-1

2010 2010 2009.g%" 20104 +q 2010
r |:2OO9.q2010—(q qﬂ+q 1: r ( ) q 1 _

q-1 q-1 q-1 q-1

_ (2009r +1)g*'" —(2010r +1)g*"® +qr—q +1

(a-1)°

5) Seja G o ponto de intersecdo das medianas de um tridngulo ABC com areas S. Considere os pontos A’, B’ e C’ obtidos
por uma rotagdo de 180° dos pontos A, B ¢ C, respectivamente, em torno de G. Determine, em fungéo de S, a area formada
pela unido das regides delimitadas pelos triangulos ABC e A’B’C’.

Solu¢io:

Ja que G ¢ baricentro do tridngulo ABC, AG = 2.GM. Como A’G = AG, conclui-se
que G também ¢ o baricentro do AA’B’C’. Como GM’ = MG, BM’=BM e M’ GB’
=MG B, conclui-se que os tridngulos BGM e B’GM’ sdo congruentes. Dai tem-se
que BM'//BM . Assim, os tridngulos ARQ e ABC sdo semelhantes, segundo a razdo

2
AM' . . .

—— =—. Logo, a area do triangulo ARQ ¢ |—| .S= S . O mesmo raciocinio vale
AM 3 3 9

para os triangulos BST e CUV. Portanto, a area pedida € igual a soma das areas dos
triangulos A’B’C’ (congruentes a ABC) e dos tridngulos ARQ, BST e CUV:
S S S S |4S
S+—+—+—=S+—F—
9 9 9 313
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6) Resolva a seguinte inequacdo, para 0 < x < 2m:
3sen’x +2cos” x + 4senx —(1 +4\/§)senx cosx +4cosx —2(2 +2\/§)

2senx — 2x/5senx COSX +2COSX — \/5

>2

Solu¢io:
3sen’x + 2 cos’ x + 4senx —(l + 4\/5)senx cosX +4cosx —2(2 + 2x/5) —4senx + 4\/§senx cosXx—4cosx + 2\/5

2senx — 2\/§senx COSX — \/E +2cosx

Sel’l2X+2—S€1’1X cosx—2 . SCI’IX(SGI’IX—COS X) 50

2senx(1—\/500sx) —\/E(l—ﬁcos x) x/z(\/zsenx —1)(1—\/Ecosx)

>0 =

0 /4 /2 3n/d T« Sn/4 Tn/4 21
sen X + + - - -
SeNX-COSX - + + - -

\/Esenx—l B
l-\/ECOSX -

Produto -

+ + + -

| ] |+

+| | ||+
1

I
474 4 4

7) Seja um cubo de base ABCD.com aresta a. No interior do cubo, sobre a diagonal principal, marca-se o ponto V,
formando-se a piramide VABCD. Determine os possiveis valores da altura da piramide VABCD, em fungao de a, sabendo
que a soma dos quadrados das arestas laterais da piramide é igual a ka®. Sendo k um niimero primo.

OBS: as arestas laterais da piramide sdo VA, VB, VC e VD.

Solu¢io:
A
Z
|
I . : .
} V Adotando um referencial em trés dimensdes com origem em A, eixo X
: I passando por D, eixo y passando por B e eixo z perpendicular ao plano
: definido por A, B, Cle D, tem-se as sg¢guintes coordenadas:
o] h A~ (0,0,0),B~(0,1,0),C = (-a,4,0).
IS =(— = (_
/// /L’,/’ C D ( a,0,0),V ( hah,h)
X =" >
A B y

Assim: VA +VB” + VC + VD’ =3h%+2h% + (h—a)’ + (h—a)* + (h— a)® +h® + 2h% + (h — a)? =
=4(3h?—2ah +a%),onde 0<h<a
2
O valor minimo desta fungdo em h ocorre para h = % e vale 8% , enquanto que o valor maximo ocorre para h = a e vale

. 8 . .
8a”. Uma vez que no intervalo [5,8} existem os primos 3, 5 e 7, tem-se que:

i) k=3 = 4(3h’ - 2ah + a®) =3a’ = 12h’ —8ah + a>= 0 = (6h—a)(2h —a) = 0

a

h=2 ou n=2
6 2

ii)k=5=4(3h* - 2ah + a’) =52 = 12h* —8ah—a’ =0 = h=M

6
iii) k =7 = 4(3h’ - 2ah + a’) = 7a” = 12h’ ~ 8ah - 32’ =0 = h:i_)a“é‘/ﬁ
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8) Dada um matriz quadrada A de ordem n, definida da seguinte forma:

* o0s elementos da linha i da coluna n sdo da forma

n
A = - . 5
n—i+l

* 0s elementos imediatamente abaixo da diagonal principal sdo unitdrios, isto ¢, ajj- parai—j=1;
* todos os demais elementos sdo nulos.
Sendo I a matriz identidade de ordem n e det(M) o determinante de uma matriz M, encontre as raizes da equagado det ( x.I —

A)=0
Solu¢io:
n
0o 0 0 - 0 (j
n
n
L0 0 e 0 ( ]
n-1
A matriz— A= n .
0o -10 - 0
n-2
n
0 0 0 -1 (j
(. 1 .
_ ) _
x 0 0 0 [jJrO
n
n
-1 x 0 0 ( j-i—O
n—-1
Assim: det (xI - A) = n >
0 -1 x # 0 J+0
n-—-2
: §\
0/, 0.0 -1 (]+x
1 |
_ N
x 0 0 - 0 (J
_ A i}
x 0 0 0. 0 .
-1 X 0 0 -1 X 0 0 (H_IJ
=0 -1 x - 0 0l+ n =x"+K
: Do T 0 -1 x - 0
: A n-2
0 0 O -1 x :
- - n
0 0 0 -1 [j
. 1 .
_ N
x 0 0 -~ 0 (j
-~ ~ n
x 0 0 - 0 O n
-1 x 0 - 0 of [7L x 00 (n_lj
n
OndeK—( j.(—l)z". 0 -1 x - 0 0]+ n
1 : T T 0 -1 x -0
: T n-2
0 0 0 -1 x : N :
- h n
0 0 0 -1 (]
L 2 -

Por recorréncia, temos:

n n-1 n n-1 n n-2 n n-3 n n-n
K=D,_ ;= x +D,., = K= X+ X T+ X 4.t X
1 1 2 3 n

Logo Det (xI — A) = (x + 1)".
Desta forma, as raizes da equag@o sdo todas iguais a | — 1.
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9) A figura abaixo ¢ composta de 16 quadrados menores. De quantas formas € possivel preencher estes quadrados com os
nameros 1,2,3 e 4 de modo que um niimero nao pode aparecer 2 vezes em:

* uma mesma linha.
* uma mesma coluna.

* cada um dos quatro quadrados demarcados pelas linhas continuas

Solu¢io:
(IR AV KIRERAY
d21 1 820 dr3 Ay
d3) 1 A3 |a33 1 A3
A4y A4 Q43 | g

P I R

Para facilitar o entendimento desta solucdo, sera utilizado o padrdo da distribuicdo dos elementos
em uma matriz.

Inicialmente pode-se observar que existem 4! = 24 maneiras de preencher o quadrado que contém
os elementos a;;, ajy, a; € ap. Para simplificar, serd escolhida uma destas 24 maneiras para
preencher este quadrado e serd calculada, para esta quantidade de preencher este quadrado, o
numero de possibilidades de preencher o resto da figura.

Assim, sera dotado a;; = 1,8, =2, ay; =3 € ayp = 4.

Para esta distribuicdo € possivel preencher as duas primeiras linhas de 4 maneiras:

1121314

411412
112314
3141241
1121413
3141112
112]14.:3
31412141

Desta forma, o nimero de maneiras de preencher a figura vale: 24(4 + 2 + 2 + 4) =288,

Perceba que se a 1° coluna ¢ preenchida com a3; = 2 e/ay; = 4 entdo a 3* coluna deve ser preenchida
com a3 =4 € az3 = 2. Por outro lado, s€ az; =4 e a4/= 2, entdo@az;= 2 e ay3 = 4.

Analogamente, se a3 = 1 e ay; =3, entdo azy =3 cayy=1eap=3cay =1, entdo as, = 1 e ayy = 3.
Assim, neste 1° caso ha 2.2 = 4 possibilidades de preencher o resto da figura

Note que, neste caso,0 preenchimento do resto’da 1* coluna,ja determina.o preenchimento de toda a
figura. Por exemplo, se a;; = 4 e a4; = 2 entao necessariamente tem-se que as; = 1, ag3 =4, azp = 1,
ap =3, a3, =3 e ayy = 2. Como ha duas maneiras de acabar de preencher a 1 coluna, entdo existem
duas maneiras de acabar de preencher o resto da figura.

Este caso ¢ analogo ao anterior, onde o preenchimento do resto da 1?* coluna ja determina como toda
a figura deve ser preenchida. Assim, ha duas maneiras de acabar de preencher a figura.

Este ultimo caso ¢ analogo ao primeiro. Para cada uma das duas maneiras de acabar de preencher a
1* coluna ha uma maneira de acabar de preencher a 3* coluna e para cada uma das duas maneiras de
acabar de preencher a 2* coluna hd uma maneira de acabar de preencher a 4* coluna. Assim, ha 4
maneiras de acabar de preencher a figura.

10) Seja a uma constante real positiva. Resolva a equagdo

x/g\/a+\/a2—x2 + \/g\/a—\/f—xz = Zx/X,parax eRelO<x<a.

Solugio:
Fazendo-se a substituicdo x =a sen 6 (como 0 < x < a tem-se 0 <sen 6 < 1) obtém-se:

\/;\/aJracose +\/3_ax/a—acose = 2\/Easen6, cos0>0 =

A
a_
2

1

NG

0 0 0 =
—.cos—+——sen— =sen O = sen| —+— | =sen O
2 2 2 2 2 6

1+ cos0 \/g
—+_

\/m =asen0,cos0>0 =

2

Assim, tem-se as seguintes possibilidades:
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D 9:9+£+2kn:>6:£+4k1t — x=asen |~ +4kn =£
2 6 3 3 2
me=n- 9+E +2kn:>ﬁ=5—n+2kn:>9:5—n+@
2 6 2 6 3
Sn ~ .
k=0= :?20056<0 (ndo convém)

k:1:>6:177ﬁ2sen6<0 (ndo convém)

k:2:>6:2,%:cos9<0 (ndo convém)

k > 3: os arcos encontrados sdo congruos aos casos de k=0, 1 ou 2.

a3
X=——o0!.

2

Portanto, a tnica solugdo é
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