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1) Determine o conjunto-solugéo da equagéo sen’x + cos®x = 1 — sen’x . cosx
SOLUGAO IDEAL
sen® x + cos® x = 1 —sen’ x cos® x < (senx + cosx)(sen2 X — Senx.cosx + coszx) = (1 + senx.cosx) (1 — senx.cosx) <
(senx + cosx)(1 — senx.cosx) = (1 + senx.consx)(1 — senx.cosx) <> (1 — senx.cosx)(senx + cosx — 1 —senx.cosx)=0 <
(1 — senx.cosx)[(senx — 1)] — cosx(senx—1)] =0 < (1 —senx.cosx)(senx — 1)(1 — cosx) = 0.
Ha, assim, trés possibilidades:
| —senx.cosx =1 < sen2x = 2 (ndo convém) ou

Il-senx=1 < x=§+2kn,kezou
Ill—cosx=1 < x=2kn, k ez

Portanto, o conjunto —solugdo é: S={x e R: X = % + 2kn ou x = 2km}

2) Encontre o polindmio P(x) tal que Q(x) + 1 = (x — 1)3.P(x) e Q(x) + 2 é divisivel por x*, onde Q(x) € um polindmio do 6°
grau.
SOLUGAO IDEAL
Seograude Q(x)é6eQ(x)+1=(x— 1)3P(x) entdoograude P(x)é3 = P(x)= ax® + bx* + cx + d.
Se Q(x) + 2 é divisivel por X' entdo existe um polindmio H(x) de segundo grau tal que Q(x) + 2 = x4.H(x) =
Q(x) = x4.H(x) -2= x“(ex2 +fx+g)-2 = Q(X) = ex® + i + gx4 -2
QX)+1=( =3¢ +3x—1)@ax’+bx’ +cx+d) =
ex6+fx5+gx4—1 =ax’ + (-3a+ b)x5+ (3a—3b+c)x4+ (—a+ 3b—30+d)x3+ (-b+ 3c—3d)x2+ (3d—c)x—d
Comparando os coeficientes:
iyd=1
ii)j3d-c=0 = c=3
iii)—b+3c-3d=0 = b=6
iv)—a+3b-3c+d=0 = a=10
Desta forma, P(x) = 10x% + 6x° + 3x + 1

3) Os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema desquatro equacdes e quatro incégnitas (x, y, z e w) séo fungéo
de quatro constantes a, b, ¢ e d. Determine as relagoes entre a, b, ¢c e d.para que o referido sistema admita uma solugdo nao

b
trivial, sabendo, sabendo que CD = - DC, onde C = {a } e D= {X y} ,
c

d zZ W
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Calculando os produtos matriciais temos: CD = [ ax+bz ay+ bw] eDC = ( ax+ oy bx+ dyj

cx+dz+ cy+dw az+cw + bz+dw
2ax +cy +bz=0

bx+(@+dy+bw=0

cx+(d+a)z+cw =0
ay +bz+2dw =0

Como CD = - DC temos 0 sistema:

2a ¢ b

Como o sistema deve ter Solugao nao trivial: b a g b q 0
+

b

C

a
2d -2d ¢

a+d O b C b 0
2al 0 a+d c|+2dla+d 0 b =0 = 2a[2d(a+d)2—2bc(a+d)]+2d[—2bc(a+d)]=0 =
C b 2d 0 a+d ¢

4(a+d)ad(a+d)—abc—bcd]=0 = 4(a+ d)z(ad —-bc)=0
Logo: a=—-dou ad = bc

4) Uma sequéncia de quatro termos forma uma PG. Subtraindo-se 2 do primeiro termo e k do quarto termo, transforma-se a
seqUiéncia original em uma PA. Uma terceira seqiiéncia é obtida somando-se os termos correspondentes da PG e da PA.
Finalmente, uma quarta seqiiéncia, uma nova PA, é obtida a partir da terceira seqiiéncia, subtraindo-se 2 do terceiro termo e
sete do quarto. Determine os termos da PG original.
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Seja (a, aq, aqz, aq3) a PG original. Obtém-se, de acordo com o enunciado, as sucessivas sequéncias seguintes:

(a-2, aq, aq®, aq® - k) (1)

(2a - 2, 2aq, 2aq2, 2aq” —k) (1)

(2a - 2, 2aq, 2aq®* - 2; 2aq” —k - 7) (IV)

Como a sequiéncia Il € uma PA, a soma do 1° e do 4° termos ¢é igual a do 3° e do 4° termos. Analogamente, para a
sequéncia IV. Assim:
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{ aq3—k+a—2:aq2+aq @{ aq2+aq:aq3+a—k—2 Substituindo:
2aq3—k—7+2a—2:2aq2—2+2aq 2aq3+2a—k—7:2aq2+2aq
2aq3+2a-k-7=2(aq3+a—k—2)<:>-k-7=-2k—4<:>k=3. Portanto, em (1), (a -2, aq,aqz,aq3—3)éuma PA, e:
2aq:aq2+a—2
{Zaq2 :aq3 +aq-3

&-29=-3=q= % Dai: 3a = % +a-2=a=8.Assim, os termos da PG original sdo (8,12,18,27)

5) Cinco equipes concorrem numa competicdo automobilistica, em que cada equipe possui dois carros. Para a largada sédo
formadas duas colunas de carros lado a lado, de tal forma que cada carro da coluna da direita tenha ao seu lado, na coluna
da esquerda, um carro de outra equipe. Determine o nUmero de formagdes possiveis para a largada.
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Nesta questao utilizaremos o principio da inclusdo-excluséo.

N&o é citado na questdo, mas vamos considerar que os carros de uma mesma equipe sao diferentes.

Se 1, 2, 3, 4 e 5 s&o as equipes, considere os seguintes eventos:

A1 = os dois carros da equipe 1 estdo lado a lado.

Az = 0s dois carros da equipe 2 estdo lado a lado.

Az = 0s dois carros da equipe 3 estdo lado a lado.

A4 = 0s dois carros da equipe 4 estdo lado a lado.

As = 0s dois carros da equipe 5 estdo lado a lado.

Pelo principio da inclusdo-exclusdo: N = 10! — n(A1UA2UA3UA4UAs) =

N=10- > n(A)= > nAnA)+ D nANANA)- D nANANA NAL)+N(A1 A n A3 Ay N Ag)
1<i<b 1<i<j<b 1<i<j<k<4 1<i<j<k<m<5

Vamos agora detalhar a contagem de cada um destes termos:

i) n(A): 5 termos

escolher onde vai ficar a equipe i: 5:2 = 10 possibilidades

permutar os demais carros:| 8! possibilidades

i) n(AiNA;): 10 termos

escolher onde véo ficar as equipes i €j:5.4.2.2 = 80 possibilidades

permutar os demais carros: 6! possibilidades

i) n(AimANAk): 10 termos

escolher onde vao ficar as equipes i, j e k: (5.4.3)2.2.2 = 240 possibilidades

permutar os demais carros: 4! possibilidades

iv) Nn(AiNnANAARL): Sitermos

escolher onde véo ficar as equipes i, j, k e m: (5.4.3.2)2.2.2.2 = 1920 possibilidades

permutar os demais carros: 2! possibilidades

v) n(A1nA2nA3A4As): 1 termo

escolher onde vao ficaras equipes 1, 2, 3,4 e 5: 51.25 = 3840 possibilidades

Desta forma:

N = 3628800 — [5.10.8! — 10.80.6! + 10.240.4! — 5.1920.2! + 3840] = N =2088960
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Sejam A, B, C, D e E as equipes e sejam A4, Az, By, By, C4, Cy, D1, D2, E1 € E 0s carros. Vamos separar a contagem nos

seguintes casos:
1° caso: Nenhum carro com indice 1 ao lado se outro carro com indice 1:

A1 | B1 | Ci | D1 | Eq

Cz Ez Az Bz D2

- permutar os 5 carros com indice 1: 5! = 120 possibilidades

- permutar caoticamente os 5 carros com indice 2: 5! [% —% +%—%} =44 possibilidades
- trocar de lado os carros: 2° = 32 possibilidades

Total = 120.44.32 = 168960

2° caso: exatamente um carro com indice 1 ao lado de outro carro com indice 2:

Ax | B

Co | D2

- escolher os dois carros com indices diferentes: 5.4 = 20 possibilidades

- permutar os quatro carros com indice 1 e os quatro com indice 2: 3.3 = 9 possibilidades
- permutar as cinco linhas de carros: 5! = 120 possibilidades

- trocar de lado os carros: 2° = 32 possibilidades

Total = 20.9.32.120 = 691200

3° caso: exatamente trés carros de indice 1 ao lado de outro carro de indice 2:

Este terceiro caso tem que ser separado em trés situagdes.

i) as mesmas trés equipes com indices diferentes em lados opostos da largada:

A | By | Ci| D1 | Ez

Bz Cz A2 E1 D2

- escolher as trés equipes: Cs,3 = 10 possibilidades




SOLUCAO IDEAL - IME 2007/2008 - Prova de Matematica

- permutar caoticamente estas trés equipes de indice 2: 3! [% —%j = 2 possibilidades

- permutar as cinco linhas de carros: 5! = 120 possibilidades

- trocar de lado os carros: 2° = 32 possibilidades

Total = 10.2.120.32 = 76800

ii) as mesmas duas de trés equipes com indices diferentes em lados opostos da largada:
A1 B1 C1 D1 CZ
D | A2 [Ba | E1 | B2
- escolher as trés equipes de indice 1: Cs, 3 = 10 possibilidades

- escolher duas destas trés equipes como as de indice 2: C3 2 = 3 possibilidades

- escolher a terceira equipe de indice 2: 2 possibilidades

- colocar as equipes de indice 2 ao lado das de indice 1: 3 possibilidades

- permutar as cinco linhas de carros: 5! = 120 possibilidades

- trocar de lado os carros: 2° = 32 possibilidades

Total = 10.3.2.3.120.32 = 691200

iii) repetir somente uma mesma equipe de indices 1 e 2 em lados opostos da largada:
A1 [B1 [ Cqi | Dy | B
Ex | A2 [ D2 | E1 | Ep
- escolher as trés equipes de indice 1: Cs, 3 = 10 possibilidades

- escolher uma destas equipes para ser a de indice 2: 3 possibilidades

- colocar as equipes de indice 2 ao lado das de indice 1: 4 possibilidades
- permutar as cinco linhas de carros: 5! = 120 possibilidades

- trocar de lado os carros: 2° = 32 possibilidades

Total = 10.3.4.120.32 = 460800

Desta forma, existem 168960 + 691200 + 76800 + 691200 + 460800 = 2088960 possibilidades de largada.

6) Determine a expresséo da soma a seguir, onde n é um inteiro multiplo de 4.
1+2i+3%+ ..+ (n+ )"
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SejaS=1+2i+3f+. . +(n+1)i" =
S=(1+i+iP+ .+ + (i +P+P+ . +)+ P+ +it+ L+ ("]
in+1 Tl i2 in—1 n—1/:2 0
(i —1)+ i(i —1)+| (i _1)+...+' -(| —1)+| (i=1)
i—1 i— i—1 i—1 i—1
in+1 _1+in+1 _i+in+1 —i2 +...+in+1 _In—1 +in+1 _in

S= - =
i =

+iN+i" =

S=

1 2 1 (n +1)i"*" 10" - 1)
N+ P in— in - .
(n+1)i —(1+!+| +.o.+i+i) . g- . i—1
i—1 i—1
()= it 4 (n+1 n+ )M i1 g ()2 —(n+ 2T 41
S= Y. = S= — = S= —
(i-1) @i-1) @i-1)
Se i for a unidades imaginaria (esta informagéo nao é dada no enunciado) e sendo n = 4k temos que:
n+1i%*2 — (n + 2)i%*1 11 _—n-1-(n+2)i+1_-n-(n+2)i _[-n-(n+2)i|i _(n+2)-ni
i—1)2 - - 2i -2 - 2i i 2
(i-1)

S=

=

)in+2 _(

S:(
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n+2

SejaP(x)=1+x+ X+x3+ .. +x""" Pela expressao do somatéria da PG sabe-se que: P(x) = X 1_ , OU seja, pode-se

n+2 _
escrever que 1+ X+ x2 4 x3 o exm1 =X 1 . Derivando os dois lados da ultima igualdade:
X —
n+2)x"(x =)= (x"*2-1)  (n+2)x"2 —(n+2)x"1 —x"*2 41
1+2x +3x% +..+ (N+ X" = = =
(x-1 (x =1y
—(n+2)x" " +1 L s()= (n+ "2 = (n+2)i"" +1
(x=1)? (i-1°

Assim, se i for a unidade imaginaria e sendo n multiplo de 4:
e+ D)*2 o (n2* T 1 —n-1-(n+2)i+1 —n-(n+2)i [-n—(n+2)
(i—1)° -2 - 2i -2

S(x) = (n+1)x"*+2

i: (n+2)—ni

s i 2
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7) A area de uma calota esférica € o dobro da area do seu circulo base. Determine o raio do circulo base da calota em
fungao do raio R da esfera.
SOLUGAO IDEAL
Sendo r e h o raio da base e a altura da calota, respectivamente, e R o raio da superficie esférica que origina a calota, tem-
se que: 2nrRh=21? & Rh=rP=R?*-(R-h> & Rh=2Rh-h?’ & h(h-R)=0.
Comoh>0: h=R=r=R, ou seja, a calota € um hemisfério, e sua base &, portanto, um circulo maximo da esfera,
supondo que a calota ndo é degenerada.

8) Em um quadrado ABCD o segmento AB’, com comprimento igual ao lado do quadrado, descreve um arco de circulo,
conforme indicado na figura. Determine o &ngulo BAB' e o lado do quadrado vale /3 - \/E .

A B

SOLUGAO IDEAL
Para que BB—((::seja igual.a /3 - JE ha duas possibilidades: B'’AB < 45° e B’AB > 45°, isto &, BAB = 45° - o, ou BAB’ = 45° + q

ondeaéoénguloCA B’. Entdo: sendo BC = 7. A_B':f, B'C =X: %= é= \/3—Jg o X= Z\/37\/€

Parao AABC: X =2+ (8 Y2 )2 =2 . 142 cosa < P (3-46)=FP+2¢-2P 2.cosa <

i

3%- V6 12=3P-20 2cosa < 3-46=3-2 ﬁc03a®c05a=7,a=30°.
Assim: BAB = 15° ou BAB' = 75°

9) Considere os numeros complexos Z1 =sem o +icoso € Z2 =cos o — isen o, onde o € um numero real. Mostre que,
se Z = Z41Zs, entdo -1<Rg(Z)<1e —-15|py (£) <1, onde Re(Z) e In(Z) indicam, respectivamente, as partes real e

imaginaria de Z.
SOLUCAO IDEAL
Note que se Z1 = sena +icosa. € Zz = €os o - isena entao Z4= i. Zo.

Portanto: Z=271.Z,=(12Z2).2>= iZ% =i (cosa - i sena)2 =i.[cos (-a)+isen(-a) ]2 =i.[cos (-2a) + i sen (-20)] &

Z=-sen (-2a)+icos (-20) < Z=sen (2ua) +icos ( 2a).
Portanto: - 1 <Re (z) =sen (2a) <1, Bem como —1<1Im (z) = cos (2a) <1,Va €R.

10) Considere todos os pontos de coordenadas (X, y) que pertengam a circunferéncia de equagéo X2+ y2 —6x—6y+14=0.
Determine o maior valor possivel de Yy .
X

12 SOLUGAO IDEAL

Chamando % =k, temos entdo o seguinte sistema de 2 equacgbes:

y = kx
x2 +y? —6x-6y+14=0
(situagdo em que a reta é tangente a circunferéncia dada pela 2° equagéo)
Para o sistema possuir solugéo unica, temos que: Y =kx = X2+ k*X* —6x — 6kx + 14 =0
x2(1 + kz) — (6 + 6k)x + 14 = 0, equagédo do 2° grau com solugéo Unica para
A=0 = 36+72k+36k>—4(1+k’).14=0 = 36+72k+36k’—56—56k’=0 =

9+ 2414
5

, qu ui ucao uni u . u uaca AXi u mini
e possui solucdo Unica quando k (coef. angular da 1° equagdo) for maximo ou minimo

—20K2+72k+20=0 = 20k*—72k+20=0 = 5k®— 18k +5 =0, com raizes , entdo o valor maximo de k =

Yy & 9+2\/ﬁ
X 5 '

22 SOLUGAO IDEAL
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2 2

¥ +y —Bx—6By+14=0 = (x—3Y+(y-3=2° = (’;3] +[VT_3J =1.
Parametrizando esta circunferéncia temos que x=2.cos0+3ey=2sen0+3 = y_ 2send+3
X 2.cos6+3

d(y/x) _ (2.cos0)(2.cos 0+ 3) — (—2senb)(2.senb + 3)

Derivando em relagéo a 6 obtém-se: >
do (2.cos 6+ 3)

d(y/x) 6.cos0+6.senf+4

do (2.cos 0 +3)?
De modo que y/x seja maximo a derivada acima tem que valer zero: 6.cos 0 +6.sen6+4=0 =

2414

sen6+cosez—§ = sen26+2.sen6.cose+00326:% = sen26:—g = Cc0s20=+ =

9
9712414 9+2/14

senf=+,/—— e cosO=+
18 18
2.send+3

De modo que ————— seja maximo deve-se minimizar o denominador:
2.cos0+3

9-24/14
A48 TP ev2fia

5
_2\/9+2ﬂ+3
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