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12 Questao

Sejamaj=1—-i,na=r+siean =(r—s)+(r+s)(n>1)termos de uma seqiiéncia. Determine, em fung¢do de n, os
valores de r e s que tornam esta seqiiéncia uma progressao aritmética, sabendo que r e s sdo nimeros reais e i = J-1.
Solugao:

Supondo que a1, an e an+1 séo termos de uma PA, entdo podemos usar a férmula do termo geral:

an+1 =an+d (I) e an = a1+ (n—1).d (ll), onde d é a razdo desta PA.

De (l), obtém-se: (r—s)+ (r+s)i=r+si+d = d=—s+ri

De (ll),obtém-se: (r+si)=1—-i+(n—=1).(—s+ri) = (r+ns—s)t(s—nr+r)i=1-—i

Da igualdade entre complexos concluimos que:

r+t+ns—s=1 (iii)

s—nr+r=—1 (iv)

Isolando r na equagéo ( iii) e substituindo em (iv):

s+1+s(1-n)-nr=-1 = 2s+2-sn—-n-ns+ns=0 = (n2—2n+2)s=n—2 =

S:L = r=1+ (1_an_2) n

n? —2n+2 n2-2n+2 n2-2n+2

22 Questao

Considere o polindmio: p (x) = x> — 3x* — 3x% + 27x% — 44x + 30.

Sabendo que o produto de duas de suas raizes complexas € igual a 3 — i e que as partes reais e imaginarias de todas as
suas raizes complexas sao inteiras e ndo-nulas, calcule todas as raizes do polinémio.

Solugao:

Como os coeficientes de p(x) sdo reais se um numero complexo é raiz do polinémio, entdo seu conjugado também é. Uma
vez que o valor fornecido da multiplicacdo de duas de suas raizes € um numero complexo, entdo esta multiplicagcdo nao é
o produto de duas raizes complexas conjugadas. Portanto, podemos afirmar que p(x) possui dois pares de raizes

complexas conjugadas. Assim, as 5 raizes s&o da forma a,a,b,b,c, onde a.b =3 —i.
Note que: ab=ab=3+i, ou seja, a multiplicacdo das outras duas raizes complexas resulta em 3 + i.

Pelas relagdes de Girard temos: aabbc=-30 = B-i)83+i)c=-30 = 10c=-30 = c=-3

Dividindo p(x) por (x + 3) obtemos p(x) = (x + 3)(x4 —6x3+ 15x2 — 18x + 10), onde as raizes de X' — 6x% + 15x* — 18x + 10
sado a, a ,be b.

Pelas Relag¢des de Girard temos:

) a+a+b+b=6

(Il) aab+aab+abb+abb=18 = (3-ija+(3+i)a+(3-ib+(3+i)b=18 =

_ _ _ _ — — — — U] _ _
3(@+a+b+b)+i(a-a+b-b)=18 = 3(@+a+b+b)+i(a—a+b-b)=18 = 18+i(a-a+b-b)=18 =
_ _ . ()] _
a-a+b-b=0 = a+b=a+b = a+b=a+b=3
Assim,temos que:a+b=3eab=3-i = aebséosolugéesdex2—3x+3—i=[x—(1—i)][x—(2+i)]=0 =
a=1-ieb=2+i = a=1+ieb=2-i
Portanto, todas as raizes de p(x) sdo—3,1+i,1—i,2+i,2—I.

32 Questao
Um trapézio ABCD, de base menor AB e base maior CD, possui base média MN. Os pontos M’ e N’ dividem a base média
em trés segmentos iguais, na ordem MM’N’N. Ao se tragar as retas AM’ e BN’, verificou-se que as mesmas se encontraram
sobre o lado CD no ponto P. Calcule a area do trapézio M’'N’CD em fungéo da area de ABCD.
Solugao:
B Sejam AB =y, CD = x e h a altura do trapézio.
Uma vez que MN é base média de ABCD entdo MN = X+y .

Como M’ e N’ dividem o segmento MN em trés partes iguais, entdo

VN XY

. Ja que os triangulos ABP e M'N’P sdo semelhantes na razdo

= 3y=x+y = x=2y

AB
de2paral. —=2 = =2
p MN y

X+y
6

(x+y)h :%
2 2

(CD+MN)" (x+x+yjh

PPN x+y

Area de MN'CD: Sycp = 2 _ 6 ) _(rx+yh _15vh _5yh
2 4 24 24 8

Area de ABCD: Spgcp =

5yh
Swnco _ 8 _ 5 o
Logo: —/——==—"2-=— = Syncp =—9S .
g S cD 3yh 12 MN'CD =35 SABCD

2
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42 Questao

Seja D, = det(An), onde An =

-1
0

0

L0

2
-1

0
0

-1
2

0
0

0
0
-1

0
0

Determine D, em fungdoden (n € IN,n > 1).

Solugao:

Aplicando o TEOREMA DE LAPLACE a 1° linha do determinante dado:
2 0O .. 0 0 -1 -1 0 .. 0 O
-1 ... 0 0 0o 2 -1.. 0 O

+(-1).(-1)"2
2 -1
-1 2

(n-1)x(n-1)
Novamente, aplicando Laplace a 1° coluna do ultimo determinante, vem que :
2 1. 0 0
-1 2 .. 0O
Dn=2Dh_1+(=1)./0 -1 .. 0 0| = Dn=2Dn_1— Dn_2 que representa uma recorréncia de 2 Ordem. Nesta
0o .. -1
(n-2)x(n-2)

2 -1

1 ) ‘ —|2| =1, ou seja, a seqiiéncia D,

recorréncia, como D,— Dn_1= Dn-1— Dn-2 conclui-se que Dp— Dn-1=D2 — D = ‘

é uma PA derazdo 1, cujotermogeral € D, =Dy + (n—-1)(1)=2+n—-1=n+1.
52 Questao
Determine os valores de X, y, z e r que satisfazem o sistema
Cl.y =logy x

logy z=4+logy z
Cl.y =logy z+log, z
onde Ch, representa a combinagio de m elementos tomados p a p e log. B representa o logaritmo de B na base c.
Solugao:
Cr.y =logy x (1)
Fazendo (Il) - (lll): log, z—-CY,, =3 = C},, =log, z-3 (IV)

logyz=4+logyz () Cl,y =logy z+log, z (Il

Note que C}’ﬂ, = C,er (binomiais complementares), logo substituindo (IV) em (I):

log, x =logy z-3 = logy x =Iogy(z/y3)<:> X =i3
y
Substituindo z = xy® em (ll): Iogy(xy3)= 4+Iogx(xy3):> 3+logy x =4 +1+3logy y = —2=3log, y —log, x =

2

3.(Iogxy)2+2.(Iogxy)—1:0<:>logxy:—1:y:lou Iogxy:l:x:yS,x =z ey6=z.
X

3
Considerandox=y3, entéo CLy =3,istoé,r+y=3er=1, logoy=2,our+y=3er=2,logoy=1.
Sey=2,entdiox=8e Z =64, porém,sey=1,entdox=1ez =1, que é um absurdo.
Considerando x ™ =y, entdo CLry = —1(absurdo)
Portanto a solugdo é x=8,y=2ez=64




ideal SOLUCAO IDEAL - IME 2005/2006 - MATEMATICA
62 Questao

Os angulos de um tridngulo estdo em progressdo aritmética e um deles é solugdo da equacdo trigonométrica
(sen x + cos x) (sen2 X — Sen X cos X + cos? x)=1.

Determine os valores destes angulos (em radianos).

12 Solugao:

Se os angulos de um tridngulo estdo em PA entdo estes sdo da forma %—A , % , %+ A, onde A é a razido da PA.
2
Fazendo uma troca de variavel, ou seja, chamando senx + cosx =y, temos que (— senx.cosx) = 1Ty , Substituindo na

2
equacgéo dada, obtém-se: y[1+ 1—2y } =1 = -y’ +3y-2=0

Note que como a soma dos coeficientes é zero, entdo uma das raizes € 1. Utilizando Briot-Ruffini, temos — y2 —-y+2=0,
que resolvida da as outras raizes que sdo -2 e 1.
V2 n

Se y = 1, entdo senx + cosx = 1, porém, senx + COSX = \/Zcos[x—%jzt logo, cos(x—%] =T = X ZE é a Unica

possibilidade. Se y = — 2, entdo senx + cosx = — 2, ou seja, \/Zcos[x —%) =-2 (Impossivel)

P oA i ~ e T . s . A cn ~
Como x & angulo de um tridngulo entdo a unica possibilidade é x = rh Assim, os angulos do triangulo s&o

22 Solucgao:

Desenvolvendo a equagédo trigonométrica encontramos sen®x + cos®x = 1.

Claramente sen x =1 e cos x = 0 ou sen x = 0 e cos x = 1 sdo solu¢des da equacdo. Destas, apenas sen x=1ecos x=0
satisfaz o fato de x ser angulo de um triangulo. Assim, x = 1/2 é solugao.
Se0<senx<1e0<cosx<1entdo1=sen®x+cos®x<sen?x+cosx= 1, que é uma contradigao.

Logo, x = n/2, implicando que os angulos do triangulo sdo n/6, ©/3 e n/2.

7° Questao

Considere os pontos A(—1,0) e B(2,0) e seja C uma circunferéncia de raio R tangente ao eixo das abscissas na origem. A
reta ri € tangente a C e contém o ponto A e a reta r, também é tangente a C e contém o ponto B. Sabendo que a origem
nao pertence as retas ri e ry, determine a equacao do lugar geométrico descrito pelo ponto de intersegéo de rq e rz ao se
variar R no intervalo (0, «).

Solugao:

rinrz={P}, nnC =Xer,nC =Y. Tem-se que:

PX =PY, AX=A0 =1, BY = BO= 2. Podem ocorrer dois casos:

(') C esta inscrita no triangulo PAB (II') C esta ex-inscrita ao triangulo PAB

A
AY y

Em qualquer caso:

IPB-PA| =|PY £ YB)- (PX+XA)=[t2—(+1)=1.
Portanto, P descreve uma hipérbole de focos A e B e eixo real 2a = 1. Assim, o eixo focal € 2c=2 — (— 1) = 3, do que o eixo
imaginario é 2b = 2\/5 . O centro é o ponto médio de AB: (1/2,0).

=

Deste modo, a equacgéo do lugar geométrico de P é:
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82 Questao

Considere um tetraedro regular de arestas de comprimento a e uma esfera de raio R tangente a todas as arestas do
tetraedro. Em fungao de a, calcule:

a) o volume total da esfera;

b) o volume da parte da esfera situada no interior do tetraedro.

Solugao:

Sejam ABCD o Tetraedro regular de aresta a e M o ponto médio de CD . Conforme ¢ facil verificar, o ortocentro do
tridngulo ABM, O, equiidista das arestas do tetraedro.
De fato, ja que O divide as alturas na razédo 1:3, sendo Ha e Hg 0s centros das faces BCD e ACD, respectivamente:

OM = JOH2 +MH2 :¥:R,

Uma vez que CD L (A,B,M), (Plano do triangulo ABM) tem —se que OM L CD , pois m < (AB,M).
a) O volume da esfera de centro em O e de raio R= oM , que tangencia todas as arestas, é.

3
4 4n [a\/g] _)V:na3\/§

v=—nR% =21

3 3 4 24
b) Cada face do tetraedro secciona a esfera do item anterior criando um segmento esférico na esfera, exterior ao
tetraedro, como indica a figura a seguir, que ressalta um dos segmentos esféricos, de altura R — OHa e de raio da base
MHa .

R-OHa=h=

r=MHa= —
12 4 3 6

Como se sabe, o volume de um segmento esférico de uma base, com altura h e raio da (Unica) Base igual a r é:

Vo= (ot )2 &[1_@_ 3[%5] [76[1 @ﬂ v nas€(9_4@)

aﬁ_a@=a5[1_§] a3
4

6" 4 3 32

Portanto, o volume da parte da esfera no interior do tetraedro &, devido a simetria:

a2 _ra®\20-aV3) _ | _ ra®\2(843-9)
24

V= V-4V, =
108 216

92 Questao

Determine o conjunto solugdo S = {(x, y) | X A y € Z} da equagédo (x + y) k = xy, sabendo que k € um nimero primo.
Solugao:




[
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Observe que: (x+y)k=xy = xk+yk=xy = xy—-xk—-yk=0 = xy—xk-yk+ K=k =
X(y—k)—k(y —k)=k* = (x—k)y-k) =K

Como k é primo, entdo temos as seguintes possibilidadeS'

—k=k
iy = x=2k e y=2k
y-k=k

L2
iy XK=k o Kkrk e y=k+1
y-k=1

-k=1
V) X , = Xx=k+1 ey=k2+k
y—-k=k

10? Questao
Sejam as somas Sp e S1 definidas por:

So=C+C3+C8+CY+..+cA3

S1=Cl+C4+C7 +Cl0 4.4 cBln-1)/3)
Calcule os valores de Sp e S em fungéo de n, sabendo que [r] representa o maior inteiro menor ou igual ao numero r.
n
Sugestao: utilize o desenvolvimento em bindmio de Newton de [1 + cisz—;J .
Solugao:
n

- .2t . T . _2n\" )" nmt . T
Inicialmente podemos observar que 1+ CIS? = C|s§, ou seja, 1+CIS? = C|s§ = cos?+ |.sen? .

Por outro lado:

( . ZEJn
1+ cis—
3

( . 2njn
1+ cis—
3

(1+cis%]n N - H:j( " 2| -
2;}“ {0 o ' j[:]+[2J+"'+[3[<n-1)/31+1ﬂ+['_j{[ZHJh'{s{(n-1?/31+2ﬂ

2n 1 . . . 27 nmt . nn .
Como cis— =——+— i e|1+cis— | =cos— +isen— entdo:
3 2 3 3 3 3

R U U AR S IR
1[:] ;[g}[g} J?ﬁ[@@ 2]_

Sabendo-se que 2" [J[J[ n [O][J (2]2(3 4]@ ternos que

s () Gl = =T

Por outro lado como 2(0“1][2]0 o 23 o (J@@[SJ entso

2J3 n M (n n 2" +2.cos'*
ny2V° senl - +2| |+]| . [+2 +...:SO+2S1:—3+231 =
3 3 0 1 3 4 3
[Jg nt 1

n+1 oan 0 M nm T
2n+1 +2x/§sen?—2 cos n?n 27 +4 o msen—r—2.005 ] 2n+1 +4sen[?—g]
— = =

3 3 3
@n-tr  n,

2" +2.sen




