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12 Questao
Dada a fungéo f (x) = ﬁm, demonstre que:

F(x+y)+f(x—y)=2F(x)F(y)
Solugao Ideal:
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2a Questao

O sistema de seguranca de uma casa utiliza um teclado numérico, conforme ilustrado na figura. Um ladréo observa de
longe e percebe que:

- a senha utilizada possui 4 digitos;

- 0 primeiro e o ultimo digitos encontram-se numa mesma linha;

- 0 segundo e o terceiro digitos encontram-se na linha imediatamente superior.

Calcule o numero de senhas que deverdo ser experimentadas pelo ladrdo para que com certeza ele consiga entrar na
casa.

2
5
8
0

Teclado numérico
Solugao Ideal:

Se 0 1° e 4° digitos forem iguais a zero (1 possibilidade de escolha) entdo o 2° e 3° digitos estardo na 3° linha (9
possibilidades de escolha).

Se o 1° e 4° digitos estiverem na 3° linha (9 possibilidades de escolha) entdo o 2° e 3° digitos estardo na 2° linha (9
possibilidades de escolha).

Se 0 1° e 4° digitos estiverem na 2° linha (9 possibilidades de escolha) entéo o 2° e 3° digitos estardo na 1? linha (9
possibilidades de escolha).

Deste modo, o total de possibilidades é: 1.9+ 9.9 +9.9 =171

32 Questao
Sejam a, b, ¢ e d nUmeros reais positivos e diferentes de 1. sabendo que log, d, logs d € log. d sdo termos consecutivos de
uma progressao aritmética, demonstre que:

CZ _ (ac)logad
Solucao Ideal:

2 1 1

Condigao de trés termos em PA: 2.log, d=log; d+log.d = =
loggb logga loggc

logq b

log, a (loggac) = logqg c? =(logy b)(logqac) =
d

2(loggq a)(loggc) = (logg b)(logga+loggc) = loggy c? =

logg c? =logg(ac)®%P = ¢? =(ac)°%P

Obs: Lamenta-se o fato de a expressao que o enunciado pede para ser demonstrada estar incorreta. Em uma prova

como esta, em que o tempo é determinante para o grau de nervosismo do aluno, perder tempo refazendo uma questao
com enunciado incorreto é inadmissivel para um vestibular do status que ostenta o IME.

42 Questao
Determine o valor das raizes comuns das equagdes x* — 2x> - 11x* + 18x + 18 =0 e x* - 12x° - 44x* - 32x - 52 = 0.
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Solucao Ideal:

Pelo teorema das raizes racionais, como os coeficientes da equacao x* — 2x% — 11x + 18x + 18 = 0 s3o todos inteiros, as
possiveis raizes racionais dessa equagéo sao os inteiros do conjunto {1, -1, 2,-2,3,-3,6,-6,9, -9, 18, — 18}. Por
inspecao, verifica-se facilmente que as raizes racionais da primeira equagdo dada sdo 3 e — 3. Assim, o primeiro membro
da equagéo é divisivel por x?—9, 0ou seja:

x* =23 = 11x + 18x + 18 = (x* — 9)(x* — 2x — 2), cujas raizes s3o 3, — 3, 1 +3 e1-4/3. Aplicando o algoritmo de Briot-
Ruffini, é facil concluir que nenhum destes valores é raiz da segunda equagao. Portanto, as equagdes ndo possuem raizes
comuns.

52 Questao
Resolva a equagéo 2 sen 11x + cos 3x + JE sen 3x = 0.

Solucao Ideal:

%.cos(3x)+§.sen(3x):—sen(11x) = sen%.cos3x+cos%.sen(3x):sen(—11x) = sen[3x+%]:sen(—11x)

i) 3x—11x+ Eomik2r = —8x=Lik2r = x=-2F kT
6 6 48 4
i) 3x+E = Alx+k2r = 14x=—-Tik2r = x—-—+KF
6 6 84 7

n  kn 5n }

Assim: S={xeR/X=——+—o0U X=——-—KkeZ
84 7 48 4

62 Questao
Considere um triangulo ABC de area S. Marca-se o ponto P sobre o lado AC taL que PA/PC = g, e o ponto Q sobre o

lado BC de maneira que QB/QC =r. As cevianas AQ e BP encontram-se em T, conforme ilustrado na figura. Determine a
area do tridangulo ATP em fungdo de S, qer.

A

Solugao Ideal:

- QB QB+QC
Inicialmente notemos que: —==r = ——=r
QC QC

_a

q+1

Como AAQC e AABC possuem mesma altura com relagao ao vértice A, entdo a razdo de suas areas é a razao das bases:
Samac _QC 1 S

= —===—"> = Spac=—

SAABC BC r+1 r+1

Aplicando o Teorema de Menelaus com relagéo ao triangulo AAQC e a transversal BP:

PA TQ BC,»| N Er-ﬂz1 TQ r TQ+TA r+qr+q N AQ _r+qg+gr

BC
+1 o> —=r+1
QC

Analogamente, podemos mostrar que i =

q==. = == = — = — =
PC TA BQ TA r TA q(r+1) TA q(r+1) AT q(r+1)
ﬁ.ﬁ.sen(ZTAP) E.Esen(ZQAC)
» Sanac =
2 2
Smate _ AT AP _ qr+1) g S a2 (r+1) S.q?

—r 1 = S = S - =
Smac  AQ AC  r+q+ar q+1 MATP T 1) (r+q+ar)(q+1) MTP T @+ 1) (r+q+ar)

Como Spatp = e ZTAP = ZQAC entjo:

72 Questao
Considere uma elipse de focos F e F’, e M um ponto qualquer dessa curva. Traga-se por M duas secantes MF e MF' , que
interceptam a elipse em P e P’, respectivamente. Demonstre que a soma (MF/FP ) + (MF'/F'P" ) é constante.
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Sugestdo: Calcule inicialmente a soma (1/ W) + (1/5 )-

Solucao Ideal:

Pode-se escolher sem perda de generalidade o eixo OX para o eixo focal e a origem do sistema cartesiano coincidente
com o centro da elipse.

Considere ainda a figura abaixo, onde R é a projegao ortogonal de M sobre o eixo OX, o angulo 6 formado pelo raio focal
MF e o eixo das abscissas e x é a abscissa de M.

M

X

Suponha-se 6 agudo. Sendo MF e MF’, dois raios focais, tais que MF + MF’ = 2a, onde 2a é a medida do eixo maior e MF
= p1 e MF’ = p,, pode-se escrever: p; =a—e x (e: excentricidade) e po =a + e x.

Da figura acima, tem-se OR = OF + FR = x = ¢ + FR, onde FR = p4 cos 6, logo x = ¢ + p1 cos 0
Substituindo:
pr=a—-ex=pi=a—e(c+pscosb)
2 2
p1 (1 +ecosb)= b— em que b?=a?—c?e — chamamos de parametro p, logo p1 =
a a

P
1+e.cos6
p
1-e.cos
1 1 FP+MF 1 1 1+e.cos® 1-e.cosB 1 1 2
=t —=———-= = + = S =—
MF FP  MFFP
Observe que: i:z—L = ﬁ:%—1.Analogamente: ﬁ:%—y
FP p MF FP p F'P' p
MF MF

Somando estas duas igualdades obtemos E"’ﬁ = g(MF +MF')-2 e como MF + MF’ = 2a, entédo
p

Para FP = p¢’, trocamos 6 por &t + 0, logo: p1' =

_2a
w2

(constante)

+— =——+
P1 Pt p p MF FP p

MF MF 2a? _ MF MF
—+—=—+--2,0USseja, — +—— & constante.
FP F'P' p2 FP F'P'

Para os casos em que 6 é reto ou obtuso, a demonstragéo é analoga.

82 Questao

Sejam a, b e ¢ as raizes do polinbmio p(xg =x% + rx — t, onde r e t s30 numeros reais nao nulos.

a) Determine o valor da expressao a’+b’+c’em funcdoderet.

b) Demonstre que S™ +rS™ 82 =0 para todo numero natural n > 2, onde Sk=a"+pf+ ¢k para qualquer numero
natural k.

Solugao Ideal:

a) Como t = 0, tem-se que a.b.c # 0. Assim, nenhum dos valores, a, b ou ¢ é nulo.

ad+ra-t=0

Se a, b e ¢ s30 as raizes de p(x)= x° + rx —tentdo /b3 +rb-t=0 (1)

cd4rc-t=0

Somando estas equagdes temos que: a*+b>+c’+ r@+b+c)=3t

Como a soma das raizes de p(x) = X° + rx —t é zero, entdo a’ + b> +¢> = 3t

b) Se multiplicarmos a 1% equag&o de (1) por a" 2, a 2% equagao por b" % e a 32 por ¢" 2 temos que:
a"ira" ! —ta" 2 -0
bn+1 +r.b"‘1 —t.bn_2 -0 = (an+1 + bn+1 + Cn+1) + r(an—‘1 + bn—1 + C'n—1)_t(an—2 + bn—2 + Cn—2) =0

" ire™ ! —te" 2 =0

Assim, temos que S"* ' +r.8" "' —t8""%=0

9a Questao
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Calcule o determinante da matriz n x n em fungédo de b, onde b € um numero real tal que b% 1.

b2+1 b 0 0 - 0
b2+1 b 0 0
b2+1 b - 0

b b%2+1 - 0

n linhas

n colunas

Solugao Ideal:

b 0 0 0
b2 +1 0 0
b
0
0

Aplicando o Teorema de Laplace na 1?2 coluna obteremos: A, = (b2 + DA, b

b? +1

Aplicando novamente Laplace na 12 linha, temos: A, = (b2 + 1)AN_1 —bZAn_z
O que nos da uma recorréncia de 22 ordem, cuja equacgao caracteristica € dada por: X2 — (b2 +1)x+ b? = 0, de raizes reais
distintas b2 e 1. Desta forma, a solugéo da recorréncia assume a forma: A, = 01.b2” +¢y.1", em que ¢1 e ¢2 sdo nimeros
reais. Além disso, é imediato que A1 = b2+ 1e que Az = b* + b% + 1.
Para encontrarmos c1 e ¢ substituimos em A1 e A,. { A1 :4b2 +21 - o +4C2 x(-b%)
Ay =b" +b“+1=cb” +cy A
1
1-b?
2 b2(n+1) 1 b2(n+1) 1

assim o determinante é dado por: A, =—————— = A, =
" p2-1 b2-1 " b2t

Subtraindo obtemos: (1 — b2) c2=1 = =

Logoci = —,
1-b?

102 Questao
Considere os pontos P e Q sobre faces adjacentes de um cubo. Uma formiga percorre, sobre a superficie do cubo, a

menor distancia entre P e Q, cruzando a aresta BC em M e a aresta CD em N, conforme ilustrado na figura abaixo. E
dado que os pontos P, Q, M e N sé&o coplanares.

a) Demonstre que MN é perpendicular a AC .
b) Calcule a area da segao do cubo determinada pelo plano que contém P, Q e M em fungéo de BC=ae BM=bh.

Solugao Ideal:

Considere-se a figura abaixo, representando o cubo e os pontos em questdo. Sejam, ainda: o 0 semiplano da face
superior, de origem BC e que contém P; B o semiplano da face lateral direita, de origem em CD e que contém Q; e = 0
plano frontal, que contém MN.
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Efetuando uma rotagdo de 90° de p em torno de CD, de tal forma que se obtenha o semiplano oposto a = e, em
seguida, rotacionando o em torno de BC, faz-se com que os pontos correspondentes a Q e a P transformem-se,
respectivamente, nos pontos Q' e P’, coplanares em =.

A D

a) Inicialmente, perceba-se que a condicdo necessaria e suficiente para que os pontos P, Q, M e N sejam coplanares &
que as retas PM e QN intersectem-se num ponto X, sobre a reta CG. Formam-se, desse modo, pares de tridngulos
congruentes e retangulos PRM e P’'RM, bem como QNS e Q'NS.
Sejam PM = x, Z/MPR = ZMP'R =6, MX =y, NX=we NQ = z.
Assim, RM = x sen6, RP’ = x cosf, MC = ysen6, XC = ycos6 = wsenf (*), NC = wcos6, NS = zcost e SQ’ = zsen6.
Finalmente, para que PM + MN + NQ (percurso da formiga) = P'M + MN + NQ’ seja minimo, deve-se impor que os trés
segmentos estejam alinhados (sobre o plano da face ABCD). Dessa forma, no tridngulo retangulo P’Q'T, deve-se impor

. _ TQ'" RM+MC+8Q' (x+y+z)sen6
que: tgb = —= = Sy=w

PT' P'R+RT (x +W+ z)cose

Portanto, na equacao (*), send = cosd e 6 = 45°. Dai, MN deve ser perpendicular a diagonal AC.
b) Observando os triangulos retangulos isdsceles que surgem devido ao corte pelo plano, temos o seguinte hexagono:

_(a-bW2y3

Aplicando o Teorema de Pitadgoras: hy = 5

Assim, a area da segéao é:

2
S= ((a —b)JE)z @ + by2(a —2b)J§J§ + (b‘@ 3 +(a —b)\/E.b\/E.g -
b2y3

3
2+43b(a-b)+ ——
5 +24/3b(a—b)+ >

_ (a2 +b? —2ab)\/_

S

J3

S=73(a2+b2—2ab+4ab—4b2+b2) =

V3(a? - 2b2 + 2ab)
2
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