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Calcule o numero natural n que torna o determinante abaixo igual a 5.
1 —1 0 0
0 1 -1 0
0 0 1 -1

_

logz(n-1) logy(n+1) logy(n—1) log,(n—1

Selvese [ealk
1 -1 0 0 1 4 0
5 | o 1 1 I I 1 e 1 "
|0 0 1 -1 logo(n—1(n+1) log,(n—1

Iogz(n2—1) Iogz(n—1) Iogz(n—1

logo(n—1) logy(n+1) logy(n—1) logy(n—1
= loga(n — 1) + loga[(n — 1)%(n + 1)] = loga[(n — 1)°(n + 1)] =5 < (n—1)°(n + 1) = 32
Como n é inteiro, entdo n — 1 e n + 1 devem ser poténcias de 2, implicando que a Unica fatoragao possivel seja:

(n-1)*=28 _
{n+1):22 = e

2" Quedie

Considere o polindmio P(x) = x® + ax + b de coeficientes reais, com b = 0. Sabendo que suas raizes sao reais, demonstre que
a<0.

Selvede [dealk

Sendo x4, X2 € X3 as raizes, podemos escrever as relagdes de Girard:

X1+x2+x3=0 (I) X1X2 + X1X3 + Xoxz =a  (Il) X1Xox3 =-b  (ll)

Como b # 0 entdo nenhum dos valores x4, X2 € X3 € nulo.

Elevando ao quadrado (l), temos: x12 + X22 + X32 + 2(X1X2 + X1X3 + XoX3) =0 = x12 + X22 + X32 =-2a
Perceba que X1 + Xo° + X5° > 0, para quaisquer X1, X2 € X3 reais ndo nulos, logo a < 0.

©bss Esta questdo ndo é nada original. Esta no conhecido livro “Problems in Elementary Mathematics”, de V. Lidsky, editora
MIR, problema 256, pagina 41. Ja foi utilizada também na 2° fase da Olimpiada Brasileira de Matematica de 1992, questao 1.

& Quetise

Considere uma pirdmide regular de altura h, cuja base é um hexdgono ABCDEF de lado a. Um plano perpendicular a base e
contendo os pontos médios das arestas AB e BC divide a piramide em dois poliedros. Calcule a razao entre os volumes
destes dois poliedros.

Selvede IPealk

v Pelo ponto O’, médio de MN, seja a perpendicular ao plano do hexagono, O'G,
com G na aresta BV (uma vez que GO’ // VO). Assim, o plano MNG é
perpendicular ao plano do hexagono, por conter uma reta perpendicular a base.
Nesta situagéo, a pirdmide fica dividida em dois poliedros: um tetraedro, BMNG, de
volume v, e um outro sélido, de vértices MAFEDCNGYV, o qual sera visto como a
diferenca entre a pirAmide original e o tetraedro obtido, cujo volume sera V.

1 3a243 he a2hy3

O volume da piramide hexagonal é dado por: Vo = 3 > >
Agora, resta calcular o volume do tetraedro. Para tanto, considerar-se-a sua base
como sendo o triangulo BMN, isésceles (BM = BN = a/2). A area de tal triangulo &
2
igual a: Sgyn = l.BM.BN.sen120°: l.i.i.ﬁ -2 V3
2 222 2 16
A altura do tetraedro, O’G, pode ser calculada a partir da semelhancga entre os
triangulos BO'G e BOV: oc = ﬁ(l). Mas, ainda no tridangulo BMN, BO’ é altura
ov OB
relativa a base, MN, além de bissectar o angulo interno B. Logo, no triangulo
BO’N: cos 60°=BO’/BN = BO’ = al/4.
Por conseguinte, da equagéo (l): O’G = h/4, lembrando que OB = a.

l 32\/5 D_azh\/g

3716 4 4.16.3°

Desta forma: v = %.SBMN.O'G =
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Finalmente, a razéo entre os volumes dos poliedros obtidos é:

aQucstag)

Calcule sen (x + y) em fungéo de a e b, sabendo que o produto ab = 0, que sen x+seny=aequecosx+cosy=bhb.

Selvede [dealk

Utilizando fatoragéo de expressdes trigonométricas:

senx+seny=a = 2sen (Lzyj.cos (%)za )]

cosx+cosy=b = 2cos |2 Y cos| XY |-b = cos|XY |- b (n
2 2 2 (x+yj
2cos
2
Substituindo (Il) em (1): a = 2 sen = 3:’tg x*y
(x+y] b 2
m :
Sabendo que sen (x +vy)= = sen(x+y)= b2 :%
2 b2

SHA@QUCstG)

Seja uma fungéo f: R - {0} > R, onde R representa o conjunto dos numeros reais, tal que f(a/b) = f(a) - f(b) paraae b
pertencentes ao dominio de f. Demonstre que f € uma fungao par.

Selvcaclideold

Fazendoa=b:f(1)=f(a)-f(a) = f(1)=0. Fazendoa=1=-b, entdo: f(-1) =f(1)-f(-1) = f(-1)=0
Finalmente, para a = x = -b, com x real ndo nulo qualquer:

f(_ix}f(x)—f(—x) = f(x)-fCx)=f(-1)=0 o f(x)=f(x),vxeR - {0} < fépar

88 Uma questdo quase idéntica a esta caiu no vestibular do ITA do ano passado. Compare os enunciados:

“(ITA-2003) Mostre que toda fungédo f : IR - {0} — IR, satisfazendo f(xy) = f(x) + f(y) em todo seu dominio, é par.”
Observe que na verdade € a mesma questao, pois se fizermos x = a/b e y = b temos que f(xy) = f(x) + f(y) fica da forma
f(a) = f(a/b) + f(b) = f(a/b) = f(a) — f(b).

@ f~d
@° Cuesde
Sendo a, b e ¢ numeros naturais em progressao aritmética e z um nimero complexo de médulo unitario, determine um valor
. . . 1 1 1
para cada um dos numeros a, b, ¢ e z de forma que eles satisfagam a igualdade: —t 5t —<= .
z z z

Selvede ealk

Sejar a razdo da PA. Assim, temos que: a=b—-rec=b+r.

Comoomoédulodezé 1, entdo zz=1 = z=z". Seja 6 o argumento de z, isto é, z = cos 6 + i.sen 6.

Assim:

A +i +i =224z 4+27¢ =(2)? +(Z)° +(2)° = cos(a0)—isen(ad) + cos(bd) —isen(bd) + cos(co) —i.sen(co) = cos(90) +i.sen(99)

22 Pz

Portanto, temos que:
i) cos (ab) + cos (bO) + cos (c6) = cos (99) = cos (b —r)0 + cos (bO) + cos (b +r)0 = cos (90) =

25en%.cos(b -r)o+ 28en§.cos(b9) + 23en%.cos(b +r)0 = 23en§.cos(96) =
sen|b—— 0 —sen b—3— 0+ sen b+ 6 —sen b-L 0 +sen b+3— 0 —sen b+ 0= ZSen@ cos(90) =
2 2 2 2 2 2 2

sen(b + %}6 - sen(b - %]6 =2sen % cos(90) = sen% 0.cos(bb) = sen % cos(90) (1)

ii) sen (ab) + sen (bB) + sen (cO) = - sen (90)
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Fazendo calculos analogos ao item i), temos que sen%e.sen(be) = —sen%.sen(ge) (2)

Uma solugao possivel para as equagoes (1) e (2) é 6 :% ,b=9er=9. Assim:a=0,b=9,c=18e z= cos%ﬂ.sen%.
©bss Esta questao admite infinitas solugdes triviais. Por exemplo, se fizermos z = - 1, qualquer progressao aritmética (de
numeros naturais) em que o primeiro termo seja impar e a razdo seja impar satisfaz o enunciado.

7° Quedste

Considere a parabola P de equagéo y = ax’, coma>0eum ponto A de coordenadas (xo , Yo) satisfazendo a yp<a Xo®. Seja
S a area do tridngulo ATT’, onde T e T’ sdo os pontos de contato das tangentes a P passando por A.

a) Calcule o valor da area S em fungao de a, xo € Yo.

b) Calcule a equagao do lugar geométrico do ponto A, admitindo que a area S seja constante.

c) ldentifique a codnica representada pela equagéo obtida no item anterior.

Selvede [dealk

Sejay — yo = m(X — Xo) , @ equagao da reta tangente a parabola, onde m = 2ax (derivada de y = axz).
Assim: ax® — Yo = 2ax(X — Xo) = ax? — 2axox + yo = 0, cujas raizes séo x4 € Xa.

Zwlazxg —ayg

Assim, X1+ X2 =2axp XXz = Yo = Xo—X1=
a a
([0 Yo 1
a)Aarea S é dada por: S= A x; ax; 1=2S-= ‘xoax12 +X2Yo +x1ax% —ax12x2 —YoXq —xoax%‘ =
X2 ax% 1

25 = |— Xoa(x5 — X3 )+ Yo (Xa — Xq) + @xyXa (X — X4 )| = 28 =|(xp - X1)[yo +axXp — Xga(Xp + X1)]

2\la2x% —ayy
a

Substituindo as relagdes de x4 e xa.

2\[a2x2 -a
S- 0 —aYo
a

b) Desenvolvendo a expresséo de S:

Zﬂazxg-—ayo 5252 o2 oR
5= a (@5 -Yo) = = a(ax§ —yo)axg —vo)* = 3T:ax(z)—yo = yO:ax(z)—3—4

(yo-ax3) = S= (@x3 - yo)

4

2
- 1 S“a . L . -
c) Colocando na forma candnica: x% =—|yo+3 | Desta forma, a conica representada acima € uma parabola de vértice
a

[a2 [ 2 [«2
0,-3 S‘a , eixo de simetria x = 0, parametro A , foco em O,l—3 S’a e reta diretriz y = _ 1 gS%a .
4 2a 4a 4 4a 4

&

Demonstre que o nimero 111...11222...225 é um quadrado perfeito.
e 1]e24...24

(n-1) nvezes
vezes

TP Selvede [ealk

Note que: N = 111..11222..225 = 111... 11+ 11111+ 3 =111..11+111..11+3
— — — — —

n-1 n 2n n+1 2n n+1
999...99

. m 10™ -1

Repare agora que: 111...11= =
- 102" -1 10" -1 102" —1+10™" —1427 102" +10™"+ 25
Assim: N= + +3= =
9 9 9 9
2
ny2 n 2 n

Podemos arrumar os termos de N da seguinte forma: N= (107)" + 23'?'10 5 = [10 3+ 5]

Perceba que 10" + 5 & divisivel por 3, uma vez que a soma dos seus digitos é igual a 6, implicando que N é o quadrado
perfeito de um inteiro.

2 Selvgde (deal
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2 2 2)\2 3,232
Note que: 25_52_($j , 1225_352_{%] . 112225_3352_[%]

Vamos provar por indugéo que 111...11222...225 = (333...335)2 .
L 299..-939

n-1 n n-1

Para n = 1 temos que 25 = 52,
Suponhamos que exista um inteiro positivo k tal que 111...11222...225 = (333...335)2 .

k-1 k k-1

Perceba que: 111...11222...225 =111...11222...225 +11.10%¢ +10%*" = (333...335)? +11.10% +10.10X =..
111...11222...225 = 111...11222..22 333...33

k k+1 k-1 k k-1
2 2
k 2k k 2k k 2k+2 k+1 k+1
:[10 +5} L 11.10% 1040k 107 +10.10 +259+99.1o +90.10¢ _10 +1c;10 +25{10 3+5J _ (333..335)
k

@ Quedste

Ao final de um campeonato de futebol, somaram-se as pontuagdes das equipes, obtendo-se um total de 35 pontos. Cada
equipe jogou com todos os outros adversarios apenas uma vez. Determine quantos empates houve no campeonato, sabendo
que cada vitéria valia 3 pontos, cada empate valia 1 ponto e que derrotas ndo pontuavam.

Selvede ek

Seja n o nimero de times do campeonato. Como cada equipe jogou contra cada outra exatamente uma vez, entdo o numero
_n(n-1)
2

n
de jogos disputados é igual a [2] . O valor maximo de pontos corresponde quando todos os jogos terminam com

vitoria de um dos times e o valor minimo de pontos corresponde quando todos os jogos terminaram empatados.
Assim: 2.@ <35< 3.@ = 2n(n-1)<70<3n(n-1) (1)

Como n é inteiro positivo, resolvendo a inequacdo 2n(n — 1) <70, encontramos que 1 < n <6.
Analogamente, resolvendo 3n(n — 1) > 70 (n inteiro positivo) encontramos que n > 6.
Portanto, concluimos que a unica solugao inteira positiva para a equagao (1) é n = 6, implicando que foram disputados

6
[2] =15 jogos no torneio.

Como a diferenga de pontos entre um jogo que nao terminou empatado e outro que terminou empatado é 1, entdo o niumero
N de jogos que terminaram empatados ¢ igual a diferenga entre o nimero maximo teérico de pontos e a quantidade real de

6
pontos ao final do torneio. Assim: N= 3[2] -35=45-35=10 jogos empatados.

10° Queskce

Um quadrilatero convexo ABCD esta inscrito em um circulo de didmetro d. Sabe-se que AB = BC = a, AD=de CD=b ,

com a, b e d diferentes de zero.
a) Demonstre que d’=bd + 2a°.
b) Se a, b e d sdo numeros inteiros e a é diferente de b, mostre que d ndo pode ser primo.

P Selvese ealk

a) Seja O o centro da circunferéncia circunscrita a ABCD. Assim, temos que

C OA = 0D = 0B = OC = d/2 = raio da circunferéncia circunscrita a ABCD.
Como os triangulos OAB e OBC s&o congruentes e isdsceles entdo temos que
Z0OAB = #OBA = Z/OBC = ZOCB = 6.
Observando o tridngulo isésceles AOAB temos que:
AB/2 al2

AO d/2
Perceba que:
ZCOD = 180° — (ZAOB + ZBOC) = 180° — (180° — 26 + 180° — 20) = 40 — 180°.
No triangulo COD, tragando a altura relativa a CD, temos que:

sen(26—90°)=b/—2 = —cosZezE = —2.(:0329+1=E =
d/2 d d

cos0 = cos@:i.
d

a2

2% 4D L o4 dP=bd = d®=bd+ 242
d? d

b) Inicialmente, suponhamos qued=2: 4=2b + 2a° = b+a’=2.
Como b e a sao inteiros positivos, entdo deveriamos ter a = b = 1, que ndo é permitido pelo enunciado.
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Suponhamos agora que d é um primo impar. Como d(d — b) = 2a® e mdc (d, 2) = 1, ent3o temos que d divide a, fazendo com
que |a] > |d|]. Como a e d s&o positivos entdoa>d (1).

Entretanto, como d é o didametro da circunferéncia e a € uma corda, devemos ter a < d, que esta em desacordo com a
inequacéo (1). Deste modo, concluimos que d n&o é primo.

2° Selvede ((Eem¥o)

Pelo Teorema de Pitagoras temos que: BD = Vd?-a? e AC=+vd?-b2.

. . AC BC.CD+AB.AD AC ab+ad ab+ad a?+bd
Pelo Teorema de Hiparco: —=———""— = —= = = (1)
BD ABBC+AD.CD BD a2.ibd AC BD

ad+ab
AC
Igualando (1) e (2) obtemos que: BD?=a’+b.d = d’-a’=a’+bd = d’=b.d+2a°

Pelo Teorema de Ptolomeu: AC.BD =BC.AD+ AB.CD = ACBD=ad+ab =

BD (2)
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