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1?2 Questao:

Seja z um numero complexo de modulo unitario que

20 . _ 1, onde n é um nimero inteiro

n

satisfaz a condigéo z

positivo. Demonstre que € um numero real.

1+ 2"
Solucao:
Sejaz =cos 0 +i.sen 0; z.2=|z|2=1 = z=z
Portanto:

z" 1 1

-1

2n -n n

1+ 2 z"+z2" @) +2"

1

" cos(—nB) +i.sen(—no) + cos(nb) + i.sen(nd)
p— 1 p—

cos(n0) —i.sen(nd) + cos(nb) + i.sen(nbd)
B 1

2.cos(n0)
que é um numero real.
Obs: Esta questao é quase idéntica a 22 questao da
prova do ITA de 1980: “Seja z um numero complexo de

modulo 1 e de argumento 6. Se n € um numero inteiro
positivo, z" + 1/z" é igual a:”

2? Questao:

Determine todos os valores reais de x que satisfazem a
equacao:

| log (12x% — 19x% + 8x) | = log (12X — 19x2 + 8x),

onde log (y) e !y| representam, respectivamente, o
logaritmo na base 10 e o médulo de y .

Solucao:
fazendo x = log (12x°
somente se x > 0. Assim,

—19%° + 8x) temos que | x| =x se
log (12x° — 19%° + 8x) > 0.

Aplicando a definicao de log, tem-se:
123 - 19 +8x21 = 12xX°—19x*+8x—-120

Por inspegéo vemos que 1 é raiz

‘12 -19 8 -1

1‘12-7 1 0

Portanto: 12x> —19x% + 8x — 1 = (x — 1)(12x* — 7x + 1)
O discriminante de 12x® — 7x + 1 é:
A=49-4(12).1=1

Desta forma, suas raizes sao:
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7+1 , 8 1 . 6 1
X=— = X=—==— e X'=s—=—
24 24 3 24 4
Assim, as raizes de 12x> — 19x* + 8x — 1 s&0 1, % e i
o 1
® + + +
1 1
+ + + 4 __ 3 + + + + 4+ +
@ @
1 !
& - S
o ® ®
1 1
xelR/x>1ou — <x< —
4 3
Repare que estes valores satisfazem a condigao de
existéncia do logaritmo, uma vez que se 12x> — 19x? + 8x
>1 entdo necessariamente temos 12x° — 19x* + 8x > 0.

32 Questao:

Dada numa circunferéncia de raio R, inscreve-se nela um
quadrado. A seguir, inscreve-se uma circunferéncia neste
quadrado. Este processo se repete indefinidamente para
o interior da figura de maneira que cada quadrado estara
sempre inscrito em uma circunferéncia e simultaneamente
circunscrito por outra. Calcule, em fungéo de R, a soma
das areas delimitadas pelos lados dos quadrados e pelas
circunferéncias que os circunscrevem, conforme mostra a
figura.

SOIugéo:
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Sy = nR?2-2R? = R%(n-2)

2 51
s, - o R2| e _ R22T o
2 4,

)-ete5)

2
7R _(R\EJ _ aR? 2R?

S, = R L_
: - R

2 4 4

-2
S, = RYTF-<
’ (4J

Observa-se que as areas formardo uma progressao

geométrica infinita geométrica infinita com razao 12, cuja
2 J—
somasera: St = w = 2(7r-2)R2
1-
2

42 Questao:

Resolva a equagéo tg a + tg (2a) = 2.tg (3a), sabendo-se
que a < [0, ©/2).

a ~
12 Solucao:
Notemos inicialmente que a # n/6 e o = /4.
Portanto, podemos afirmar que

_ _ tg(a)+tg(2a)
tg(3a) =tg (2o + ) = T 1o (o010 (2 9 ()19 (20)
2.tg(3a)
1-tg(a).tg(2a)
tg(3a)[1 — tg (a).tg (2a)] = 2.tg (3at) =
tg (Ba)[1 + tg (a).tg (2a)] =0
i)setg(3a)20 = tg(a)tg(2a)=-1 =

2
210700) _ 4 L i) =-1+tg (@) =

Assim: tg(3a) =

1-tg%(a)
tg® (@) =— 1 que nao possui solugdo real.
i)tg (30)=0 = o=k = a:%ﬂ

Como a € [0, n/2) entdo o =0ou a = /3

2?2 Solucao:

tg (30) = tg (o + 2) = tgo + t92a _
1-tga tg2a
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2tga
tga + 5 3
_ 1-19°%a  _ tga - tg°a +2tga _
1-tgo. . 2tga 1-tg%a - 2tga
1—tgza
_ 13
_ 3tga tzg N
1- 3tg°a
_ 3
igo + 2tgozc _ 6tg a 2;9 o
1-1g%a 1- 3tg“a
tga - tg3a + 2tga _ 6tgo - 2tg3a
1- tg°a 1 - 3tg%a
3tga - tgsoc _ btga - 2t93a
1- tg°a 1 - 3tg®a
3tgo. — 9tg’a —tg’a + 3tg’a =
= Btgo. — 6tg’a — 2tg’a + 2tg’a =

tg°a — 2tg’a — 3tga =0 =
tga (tg’o — 2tg?a — 3) =0 =
tga (tg® o —3)(tg? a +1)=0
J)iga =0 = a=0
i)ytga = J_r\/g. Como a € 1° quadrante entdo o unico

valor que satisfaz é o = n/3.
iii) tg? o = — 1 nao possui solugao real.

52 Questao:

Sobre uma reta r sdo marcados os pontos A, B, C e D.
Sao construidos os triangulos equilateros ABE, BCF e
CDG, de forma que os pontos E e G encontram-se do
mesmo lado da reta r, enquanto que o ponto F encontra-
se do lado oposto, conforme mostra a figura. Calcule a
area do triangulo formado pelos baricentros de ABE, BCF
e CDG, em fungao dos comprimentos dos segmentos AB,
BC e CD.

E

Solucao:
Sejam AB = a, BC = b, CD = ¢, G, o baricentro de AABE,
G, o baricentro de ABCF e G; o baricentro de ACDG.

Como a distancia do baricentro ao vértice de um triangulo
equilatero é igual a 2/3 da altura, entao
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2a\/§ a\/_

BG4 = ———=——" Analogamente
3 2 3

BG, =CG, = b‘?{_ e CG; = ‘/_

Perceba também que, como o trlangulo ABCF é
equilatero, entdo ZBG,C = 120°.
Assim, a area de AG,G,G; é:

G1G2.G2G3.Sen(1200) _
5 =
i )
3 3 3 3 )2 _\/g(a+b)(b+c)
2 - 12

S:

6? Questao:

Considere um hexagono regular de 6 cm de lado.
Determine o valor maximo da area de um triangulo XYZ,
sabendo-se que:

a) os pontos X,Y e Z estao situados sobre lados do
hexagono;

b) a reta que une os pontos X e Y é paralela a um dos
lados do hexagono.

Solucao: _

E Z

Seja AX = BY =x.
Os prolongamentos de AF e BC cortam-se em G,

definindo um A equilatero ABG, de lado 6¢cm.
A fim de maximizar a area do AXYZ, deve-se impor que Z

e DE, para que a distancia de Z a XY seja maxima.

A area de XYZ em fungéo de x fica:
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+ X (6- X‘/_+
S:(G { 2 3\/_}:(6+x)(12—x)\/§ _
4

2
2

—72+6x—x2)
4

que realmente admite um valor maximo, obtido para

6 813
Xmax =—m = 3cm = Smax ZTcm

72 Questao:

Sejam A e B dois subconjuntos de IN. Por definicdo, uma
funcado f: A —» B é crescente se a; > a, = f(a;) > f(ay),
para quaisquer a; e a, € A.

a)ParaA={1,2}e B ={1, 2, 3, 4}, quantas fungbes de A
para B sdo crescentes.

byParaA={1,2,3}eB={1, 2, ..., n}, quantas fungdes de
A para B séao crescentes, onde n € um ndmero inteiro
maior que zero?

12 Solucao:

a) se f(1) = 1 entdo temos 4 possibilidades para f(2);

se f(1) = 2 entdo temos 3 possibilidades para f(2);
se f(1) = 3 entdo temos 2 possibilidades para f(2);
se f(1) = 4 entdo temos 1 possibilidade para f(2);

Assim, existem 1 + 2 + 3 + 4 = 10 fungbes crescentes de
A para B.
b) Suponhamos que f(1) =k, onde 1 <k <n.
Deste modo, os valores que f(2) e f(3) podem assumir
pertencem ao conjunto {k, k + 1, k + 2, ..., n}.
Utilizando o raciocinio do item a), para cada k existem 1 +
(n—-k+1)(n-k+2)

2
possibilidades para a escolha de f(2) e f(3) de forma que
f(3) > f(2).

Assim, o total de fungdes crescentes é:
Z”:(n—k+1)(n—k+2) N k2 _k(2n+3)+n? +3n+2

2+3+..+n-k+1=

k=1 2 k=1 2
n n n
>kZ—(2n+3)Y k+ D (n* +3n+2)
_ k=t k=1 k=1 _
2
nin+1H(2n+1) —(2n+ 3)Ln 1) + n(n2 +3n+2)
2
~2n®+3n2 +n-6n°-15n% —9n+6n° +18n% +12n
12
B 2n3 +6n2 +4n _n(n+1)(n+2)
- 12 N 6
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22 Solucao:
a) A quantidade de tais fungdes é igual ao niumero de
pares (f(1), f(2)), com f(2) > f(1) e {f(1), f(2)} € {1, 2, 3, 4}.

4
Se f(1) e f(2) forem distintos temos 2 =6

possibilidades. Se (1) e f(2) forem iguais temos 4
possibilidades. Assim, o total € 6 + 4 = 10.

b) Pelas condigbes do problema temos f(3) > f(2) > f(1).
Vamos construir a fungdo g: {1, 2, 3} > {1, 2, ..., n + 3} de
modo que g(1) = f(1), g(2) =f(2) + 1 e g(3) = f(3) + 2.
Assim, para g temos g(3) > g(2) > g(1), ou seja, g é
estritamente crescente. Uma vez que depois de
selecionados trés elementos distintos de {1, 2, ..., n + 2}
existe somente uma forma de colocarmos em ordem
estritamente crescente, entdo a quantidade de fungdes g
estritamente crescentes é igual a quantidade de formas
de escolhermos trés elementos distintos de {1, 2, ..., n +

n+2
2}. Portanto, existem ( 3 j funcdes estritamente

crescentes g. Como para cada fungao g existe somente

2
uma fungéo f, entdo existem (n ; j = w

fungdes f crescentes.

32 Solucao:

a) Sejam a=f(1)—1, b=1f(2)-f(1) e c=4-1(2).
Somando estas equagdes temos que a+b +c =3, com
a>0,b>0ec>0. Perceba agora que depois de
escolhidos os valores de a, b e ¢ os valores de f(1) e f(2)
estdo unicamente determinados. Em outras palavras, o
namero de fungdes f crescentes é igual ao nimero de
solugdo naturaisde a+b+c=3.Fazendox=a+1,y=
b+1ez=c+1temosque x—-1+y—-1+z-1=3 =
x+y+z=6,comx>1,y>1ez>1. Escreva o ultimo
sistema da seguinte maneira:
x+y+z=1+1+1+1+1+1,

Note que a quantidade de tais solugao é igual ao numero
de maneiras de colocar duas barras nos cinco espagos

5
entre os 1’s. Assim, existem [2j =10 solugdo inteiras

positivas para x +y + z = 6, fazendo com que existam 10
fungdes f crescentes.

b) Utilizando o mesmo raciocinio anterior, sejam:
a=f1)—-1, b=f2)-f(1), c=f(3)-f(2) e d=n-1(3).
Somando temos que a+b+c+d=n-1,coma>0,b>
0,c>0ed>0.Fazendox=a+1, y=b+1, z=c+1 e
w=d+1 temos x-1+y-1+z-1+w-1=n-1 =
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x+y+z+w=n+3, ondex,y,z w2>1.Paraeste

n+2
sistema temos ( 3 J solucdes inteiras positivas, ou

(n+2)(n+1n
6

seja, existem funcgdes f crescentes.

Obs: Esta ultima solugdo permite generalizar o problema
proposto. Assim,se A={1,2,... m}eB={1,2, .., n},

) n+m-1 .
pode-se provar que existem fungoes f
m

crescentes de A para B.

82 Questao:

Seja uma pirdmide regular de vértice V e base
quadrangular ABCD. O lado da base da piramide mede /¢

e a aresta lateral L/\/E . Corta-se a essa piramide por um
plano que contém o vértice A, é paralelo a reta BD, e
contém o ponto médio da aresta VC. Calcule a area da
segao determinada pela interse¢cao do plano com

a piramide.

Solucao:

Seja S a segao procurada. A intersegéo do plano BDF

com S deve ser uma reta paralela a BD, PN.

Como AVC é um plano de simetria, concluir-se que:

NA = AP e PM = NM. Portanto, A segéo S, representada
pelo quadrilatero APMN, possui diagonais

. , L. AM.PN
perpendiculares e sua area é igual a 5 .

Inicialmente, note-se que AM é a altura de um tridangulo

W23 e
2 - 2

Agora sejam AM PN ={0'} e VO a altura da piramide

no AAMC, retangulo em M, a altura relativa a hipotenusa,

m, mede:

AVC, equilatero. Assim, AM =
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6 12 prove que a matriz A + | é invertivel, onde | & a matriz
AM.MC 5 "5 6 identidade n x n.
MH = =5 4 a ~
AC W2 12 Solucao:
RY4
2 = Note que:
Alem disso: AH=AML__ 23042 AA+I)A—-1)=A—A=kA-A=(k—1)A =
2 4 A+DA1-K+AA+DHA-D=A+D)1-K)-(1-KA =
Da semelhancga entre os triangulos AMH, segue: A+DAA-D+(1-K.=1-kl=(1-k).l =
W2 det (A +1).det[A(A-1)+ (1 =k).[[=det[(1-Kk).]] =
00' AO OO,_NE T, e det (A + 1).det [A(A = 1) + (1 —=k).I] = (1 = k)
MO AL T4 32 6 Comok=1entdodet(A+1)=0 = A+ é&invertivel.
4
Finalmente, no triangulo equilatero VBD, sendo PN = x, za 80|u950:
conclui-se que: S h A+ | nfio & invertivel. Assi |
uponhamos que ndo é invertivel. Assim, pela
(NE)‘E - X‘B = NE = x= & teoria dos auto-valores existe uma matriz ndo nula nx1 X
2 2 6 3 talque AX=(-1)X==-X (1)
Desse modo:
X=-AX (2)
e 202 De (I) temos que { 9
S CAM-PN 5, T3 2B AX=-AX (3
APMN =™ - b T T3 Deste modo:
AX =—AX = AX=-AX = KAX=-AX =
kX =A2X (4)
- De (2) e (3) temos k.X = X e como X & ndo nula entao
92 Questao: k= 1rt9 qlue é absurdo, logo det(A+1)20 = A+1é
invertivel.

Demonstre que %/20 +1442 + %/20 ~144/2 & um numero
inteiro multiplo de quatro.

Solucao:
Inicialmente note que x IR. Chamando de

X = %/20 +1442 + %/20 —144/2 e elevando ao cubo,
tem-se:

3 _ 2041442 +20-144/2 +33/400-392 .x =

3_-40+32x = x%3-6x-40=0

por inspecao observa-se 4 € raiz, dai.
| 1 0 -6 -0

4/ 1 4 10 0

Assim: x> — 6x — 40 = (x — 4)(x* + 4x + 10)

Como o discriminante de x* + 4x + 10 é A= 16 —4.10 =
— 24 entao esta equagao nao possui raizes reais.
Portanto, a unica raiz € 4, que € multiplo de 4.

Obs: Esta mesma questéo foi aplicada na 12 Fase da
Olimpiada dos Estados Unidos de 1995.

10 Questao:

Considere uma matriz A, n x n, de coeficientes reais, e k
um numero real diferente de 1. Sabendo-se que A =KA,




