2.4.6. Produto dos n Primeiros Termos de uma Progressio Geométrica
Suponha que (A,) ¢ uma progressdo geométrica. Seja P, o produto dos n primeiros termos da
seqiiéncia (A,), ou seja, P, = A1.A2.Az.. . Ay _2.An - 1. Ay,
Invertendo a ordem dos termos nesta multiplicacao obtemos: P, = Ap. Ay 1.AqL —2...A3. Az Al
Multiplicando termo a termo as duas expressdes que fornecem P,:
(Po)? = (A1 AL (A2.Ap - 1)(A3.Ay_2)...(An.A))
Sabemos que em uma PG: A A=Ay A1 = A3 A, 2=... = Ac.Ay_k+1. Assim:

(Pn )2 = (Al 'An )(Al 'An )(Al 'An )(Al 'An ) = Pn =y (Al‘An )n
n parcelas
Também podemos escrever P, em fungao do primeiro termo e da razao:
n(n-1)
(a1 f” = B =Alq

n/2

P, =(AA, )7 =(A,A,q"")

Exemplos:

1) (UFRJ-2001) Seja x, X, ..., Xp, ... uma seqiiéncia infinita de nimeros reais. Sabendo que xo =10 e que
os logaritmos decimais ay = log x¢, a; = log X1, ..., a, = log Xy, ... formam uma PG de razao 1/2, calcule o
valor limite do produto P, = x¢X;X;...X, quando n tende a infinito.

Solucio:

O termo geral da PG ¢ igual a a, = ao.q" = log,, 10.(%) =,

1
Logo: a, =logiox, = x,=10"=102",
Quando n tende a infinito:

1 1 1 1 111 1

— — — — Ittt
P, =X,X,X,X;...=102.102".102°.102...=10 2 2* 2° =102 =10% =100.

2) (ITA-89) Numa progressdo geométrica de razdo ¢ sabemos que a; = 1/¢, a;a, = (2/3)° e o produto dos
n primeiros termos ¢ ¢”’. Entdo a soma dos n primeiros termos ¢ igual a:

13¢-2¢ 13°-2° 13°-28 13020 13626
2 3 2 3 4 3 4 3 4 3
Solucio:

Se a; ¢ igual a 1/q, entdo da PG ¢ dada por: (1, 1,q,9°%, q3,...j ,onde o termo geral ¢ a, = q" .
q

2 5n 2 5
Note que: (P,)’ =(aja,)" = q“O:(Ej = q‘“”“:(Ej (1)

5
Igualando (1) e (2): aja,, :l_q“‘2 =q" = (gj )
q

q=0,q#1 n>0
wm TZT 4328 2 s 40-0 o m-8)(n+5)=0 = n=8.
n

Logo: " =q

5
Substituindo n = 8 em (2): q° = (%} = q= %

a;(q® 1) _ (3/2)[(2/3)% -1] :138 -28

Consequientemente: Sg =
q-1 (2/3)-1 2 3¢




4.14. PRINCIPIO DA INCLUSAO-EXCLUSAO

No capitulo 1, quando enunciamos o principio da adi¢do, colocamos que se uma decisao d; pode
ser tomada de n; maneiras, a decisdo d, poder ser tomada de n, maneiras e as decisdes sdo
independentes, entdo o numero de maneiras de se tomarem as decisoes d; ou d; € n; + n,. Em linguagem
de conjuntos, se A N B =, entdo n(A U B) =n(A) + n(B).

Mas o que ocorre se A N B # &J? Como dentro de n(A) o valor de n(A n B) ¢ contado uma vez e
dentro de n(B) o valor de n(A m B) ¢ contado novamente uma vez, entdo o nimero n(A) + n(B) possui
contado duas vezes o valor de n(A N B). Como devemos contar apenas uma vez o valor de n(A N B),
entdo podemos afirmar que, se A N B # &, entdo n(A U B) =n(A) + n(B) — n(A N B).

Para trés conjuntos, disjuntos aos pares, podemos fazer o seguinte:
nAuBuUC)=n((AuB)uC)y=n(AuUB) + n(C) —n((AUB)NC) =
nAuBuUC)=nA)+nB)-n(ANB)+n(C)-(mM(ANC)+nBNC)-n(AnBNC) =
nAuBuUC)=nA)+nB)+nC)-n(ANB)-nAnC)—n(BNC)+n(AnBnNC)

Vamos agora generalizar esta idéia. Para 1 < k < n, definimos I, = Zn(Ai1 N NA).

I<ij<..<ig<n

n
Vamos provar, por inducdo finita, que n(A; U...UA ) = Z(—l)k+ll
k=1
paran =2 e n = 3 ja& foi demonstrado. Vamos assumir que a formula seja valida para um determinado

valor de n. Entao:
(AjU..UA ) =n(A;U...UA ) +n(A, ;) (A U..UA )NA ) =
=n(A UL VA (AL ) -n((A NA DU UANA )=

nk-Ocasoemquen=1¢trivial e

= > DM+ n(AL ) - X EDM YnA A A AL (=D T

k=1 k=1 1<i) <..<ig <n k=1

n
Assim, por indugdo, segue que a formula n(A; U...UA, )= Z(—l)k”I

k=1

nk €valida.

Exemplos:

1) Seja S = {1, 2, ..., 500}. Determine o nimero de inteiros em S que sdo divisiveis por 2, 3 ou 5.
Solucio:

Sejam: A, = subconjunto de S cujos elementos sdo divisiveis por 2; As = subconjunto de S cujos
elementos sdo divisiveis por 3; As = subconjunto de S cujos elementos sdo divisiveis por 5.

Inicialmente, podemos notar que a quantidade de niameros entre 1 e n, inclusive, que sdo divisiveis por k

¢ igual a parte inteira do nimero T Assim:

1) Como 500/2 = 250, entdo entre 1 e 500, inclusive, existem 250 ntimeros divisiveis por 2.
i1) Como 500/3 = 166,66..., entdo entre 1 e 500, inclusive, existem 166 numeros divisiveis por 3.
iii) Como 500/5 = 100, entdo entre 1 e 500, inclusive, existem 100 numeros divisiveis por 5.
iv) Como 500/6 = 83,33..., entdo entre 1 e 500, inclusive, existem 83 nimeros divisiveis por 6.
v) Como 500/10 = 50, entdo entre 1 e 500, inclusive, existem 50 nimeros divisiveis por 10.
vi) Como 500/15 = 33,33..., entdo entre 1 e 500, inclusive, existem 33 nimeros divisiveis por 15.
vii) Como 500/30 = 16,66..., entdo entre 1 e 500, inclusive, existem 16 nimeros divisiveis por 30.
Pelo principio da Inclusao-Exclusao:
H(A2 U Az U A5) = H(Az) + n(A3) + l’l(A5) — H(A2 N A3) — H(A2 M A5) — 1’1(A3 N A5) + H(A2 N A3 N A5)
n(A, U A3 U As) =250 + 166 + 100 — 83 — 50 — 33 + 16 = 366.



14) (Olimpiada da Holanda-92) Quatro dados ndo-viciados sdo jogados. Qual ¢ a probabilidade que o
produto dos nimeros que aparecem nas faces superiores dos dados seja 36?

Solucio:

Existem quatro diferentes possibilidades do produto valer 36:

! !
1) {1, 1,6, 6}: ocorre em %= 6 maneiras i1) {2, 2, 3, 3}: ocorre em %= 6 maneiras

]
iii) {1, 4, 3, 3}: ocorre em %= 12 maneiras iv) {1, 2, 3, 6}: ocorre em 4! = 24 maneiras

Desta forma, a probabilidade do produto ser 36 ¢ p = 6+6+12+24 = 1 .

64 27

15) (AIME-98) Nove cartdes numerados com 1, 2, 3, ... , 9 sdo aleatoriamente divididos entre trés
pessoas, cada um recebendo trés cartdes. Determine a probabilidade que a soma dos niumeros dos cartdes
de cada pessoa seja um numero impar.
Solucio:
Seja A o evento que consiste em separar os 9 nimeros em 3 ternos de modo que a soma dos nimeros
dos ternos seja impar. O espaco amostral ¢ formado por todos os conjuntos de 3 ternos que podemos
formar com nove primeiros inteiros positivos. Para o célculo de n(Q2) devemos inicialmente escolher os
trés nameros que ficardo com a primeira pessoa, depois escolher os trés numeros que ficardo com a
segunda pessoa e finalmente escolher os 3 nlimeros que ficardo com a terceira pessoa.
Assim, temos que n(Q2) = Cy 3.Cs, 3.C33 = 84.20.1 = 1680.
Como de 1 a 9 existem 5 inteiros impares ¢ 4 pares a Unica possibilidade de que a soma 3 ternos de
nameros seja impar ¢ que um deles receba 3 numeros impares, outro receba um niimero impar e dois
pares e o ultimo receba também um namero impar e dois pares.
Temos o seguinte esquema de distribuicdo dos nlimeros:

ifrfr] [rjp[p] [1[P|P]
Deste modo, H(A) = (C5, 3)(C2, 1.C4, 2)(C1, 1.C2’ 2) = (10)(26)(11) =120.
n(A) 120 1
n(Q) 1680 14°

Portanto: p, =

16) (Olimpiada da Bélgica-2001) Em um programa de TV trés homens escolhem, independentemente,

suas mulheres favoritas entre trés mulheres e, ao mesmo tempo, estas trés mulheres escolhem seus

homens favoritos. Se um homem e uma mulher escolhem um ao outro, entdo eles ganham uma viagem.

Qual a probabilidade que o programa distribua trés viagens?

a) 0,2% b) 0,8% c) 2,5% d) 4,0% e) 16,7%

Solucio:

Sejam os homens dados pelas letras A, B e C e as mulheres dadas pelas letras a, b e c. Vamos organizar

o espago amostral de modo que seus elementos sejam da forma (X, Xz, X3, X4, X5, X¢), onde:

x; = mulher escolhida pelo homem A; x, = mulher escolhida pelo homem B; x3 = mulher escolhida pelo

homem C; x4 = homem escolhido pela mulher a; xs = homem escolhido pela mulher b; x¢ = homem

escolhido pela mulher c. Como cada x; possui 3 possibilidades de escolha, entdo n(Q) = 3°.

Seja A o evento pedido no enunciado. As trés passagens serdo distribuidas nos casos em que as letras da

seqliéncia x;-Xp-X3 sejam todas distintas e sejam as minusculas das letras da seqiiéncia X4-Xs5-X¢. Por

exemplo, se as escolhas dos homens, nesta ordem, sejam b-a-c, entdo as escolhas das mulheres devem

ser, nesta ordem, B-A-C. Portanto, uma vez definida a seqiiéncia Xx;-X,-x3 (com letras distintas), a
n(A) 3!

seqiiéncia x4-Xs5-X¢ ja esta definida. Concluimos, entdo, que n(A) = 3!. p(A) @ 3—6 = 0,8%
n



I1. Autovalor e Autovetor de uma matriz quadrada
2.1. Vetores fixos ou invariantes.

Def.1: Dada uma matriz real A = (4j)nxn, Um vetor coluna X, € dito um vetor fixo ou invariante de A se
AX =X.

1 0 X\ (1 0) (x X
Ex.l: Dadal, = , qualquer vetor X = ¢ um vetor fixo de I pois =
0 1 y 0 1) \y y

0

OBS: Procure justificar porque X,y = € um vetor fixo de qualquer matriz A,

2.2. Autovalor e Autovetor:

Def.2: Seja uma matriz real quadrada A;x,. Se existirem um A € R e um vetor coluna X,;, ndo nulo tais

que AX = AX, diremos que A ¢ um autovalor (valor proprio ou valor caracteristico) de A e X ¢ um
autovetor (vetor proprio ou vetor caracteristico) de A associado a A.

) 2 0 2 0 X 2x X
Ex1: Seja A = , COmMo = =2 segue-se que 2 ¢ o autovalor de A e
0 2 0 2) \y 2y y

0
(XJ #* (OJ ¢ autovetor de A associado ao autovalor 2.
y

OBSERVACAO IMPORTANTE: Se X é um autovetor de A associado a um autovalor A, entfio
o.x com o€ R também o sera.

2.3. Polindmio e equacio caracteristica.
Sejam Ay, A um autovalor de A e X,x; um autovetor de A associado a A . Entdo:

A—a;,  —a, e -a,,

—a, A—a, .. a,,
AX=AX-AX=0->AI-A)X=0—>

—a, —Q, e A—a

A expansao deste determinante nos fornece P( ), conhecido como “polindmio caracteristico” de A e
P(X) = 0 chama-se “equag¢ao caracteristica” de A e suas raizes caracteristicas ou autovalores de A.

2 2
Ex. 1: Seja A = (0 IJ' Vamos obter:

1) Seu polindmio caracteristico.
2) Sua equagao caracteristica.
3) Os autovalores de A.
Solucio:

2 2)(x X 1 0 2 2\ |(x . e e
=\ |=|A - =0. Como queremos solu¢do nao triviais temos que:
0 1)\y y 0 1 0 1)\y

‘K;Z x__zl‘:(xﬁ)(k—l):o



