2.2.7) Teorema: A razdo entre os comprimentos de duas cevianas homologas de dois triangulos
semelhantes € igual a razao de semelhanca.

Demonstracao:
A Sejam ABC e A’B’C’ dois tridngulos semelhantes com razao de
semelhanca igual a k, com A’ correspondente a A, B’
correspondente a B e C’ correspondente a C. Considere o ponto M
, s o BM B'M'
e BCeoponto M’ € B’C’ de modo que — =———=m
CM CM
BM BM +CM BC
CM CM CM
B M c  Analogamente: C -=m+1 (2)
A’
(1)6(2) = B_C:£ = C_M:B_C:k
CM CM c'M' B'C
Uma vez que M = AC =k e ZMCA = ZM’C’A’ entdo temos
Cc'M' A'C
que AAMC ~ AA’M’C’ AM =k
A'M'
B’ M’ C

Como conseqiiéncia deste teorema, temos que em dois tridngulos semelhantes a razao entre duas
medianas homologas, duas alturas homologas e duas bissetrizes homodlogas ¢ igual a razdo de
semelhanca entre esses dois tridngulos.

2.3) SEMELHANCA DE POLIGONOS
2.3.1) Definicdo: Dois poligonos sdo semelhantes se e somente se os angulos internos forem
ordenadamente congruentes e se os lados correspondentes forem proporcionais.

A A,

Ay
Por exemplo, analisando os poligonos acima, considerando que o vértice A; € correspondente ao
vértice A;” (1 <1 < 11), teremos que os dois poligonos sdo semelhantes se e somente se A, =A,',

~ ~ ~ ~ ~ ~ A A A A A A
A2 EAZ" A3 EA3" ooy All EA]]‘ € 1' 2': 2' 3':...:%:1(, Ol’lde k é a I'aZﬁO de
Al A2 A2 A3 All Al

semelhanca entre os dois poligonos.

Observe que no caso da semelhanga entre triangulos ndo ¢ necessario analisar separadamente a
congruéncia entre os angulos correspondentes e a propor¢ao entre os lados homologos pois, no caso
especifico de tridngulos, a ocorréncia de uma destas condi¢des de semelhanga implica na outra. Isto
acontece porque uma vez definidos os trés lados de um tridangulo (satisfazendo as desigualdades
triangulares), existe somente um tridngulo com estes lados. O mesmo ndo ocorre com 0s outros
poligonos, pois com os mesmos comprimentos dos lados existem infinitas possibilidades para as
configuragdes dos poligonos.



14) ABC ¢ um triangulo e P um ponto no seu interior. Paralelas aos lados contendo P dividem o
triangulo em 6 partes das quais 3 sdo triangulos de area S;, S; e S;. Provar que a area S de ABC ¢ dada

por Sz(\/§+\/§+\/§)2.

Solucio:

Como DG || AC, TIF||AB ¢ EH||BC = ADEP ~
APFG ~ AIPH ~ AABC

e

S,
1 H
7 /\\ Portanto: / ISZ ,IS3 EP+PH+FG
S;
C
B 7F G

s=(¢§+¢§+¢§)

15) Um ponto E ¢ escolhido sobre o lado AC de um tridngulo ABC. Por E tragamos duas retas DE e EF
paralelas aos lados BC e AB, respectivamente; D e F sdo pontos em AB e BC, respectivamente. Prove

que Sgper = 2y/S ApE -Serc -
Solucio:

A Como ED // FB e EF // DB entao ED =FB =y.
Tragando FD, dividimos BDEF em dois tridngulos
congruentes, cada um de area y.hy/2.
Assim, SBDEF = y.hz.
Por outro lado, Sapg = y.h1/2 e Sgpg = x.hy/2.
Desde que AADE e AEFC sdo semelhantes:
y_h
x h,

B
X ' ’ Logo: Sape.SerG = y';ll X-ilz _ (y.hzl(x.hl)

4.SADE-SEFG = (Y-h2)2 = (SBDEF)2 = Sgper = 2y/S ApE-SErC

= y.hy=xh,.

C

16) Pontos D, E e F sdo escolhidos sobre os lados BC, AC e AB, respectivamente, de modo que os
triangulos AFE, BDF, CED e DEF possuem areas iguais. Prove que D, E e F s3o os pontos médios dos

lados de AABC.

Solucio:
A Suponha que BF/AB =1, CD/BC =p e AE/AC =q.
S ACDE (CE CD. senC)/2 CECD —(1-q)p
. Saasc  (ACBCsenC)/2 AC BC '
h Como as areas de AFE, BDF, CED e DEF sao iguais a um
quarto da area de ABC, entdop(1 —q)=1/4 (1)
Analogamente: q(1 —-r)=1/4 (2) r(1-p)=1/4 (3)
Desenvolvendo (1) obtemos q = ?
p
B D C _
Substituindo em (2) (1 -1)= l = r= %
p —

Substituindo em (3): %(l—p):i = (I12p-4)(1-p)=4p-1 = 3@p ' —4p+1)=0 =
p_

2p-17%=0 = p=12 = q=12er=1/2 = D,EeF sio os pontos médios de AABC.



7.5.6) Teorema de Carnot: “Sejam ABC um triangulo acutdngulo e O centro da circunferéncia
circunscrita a ABC. Se por O tragam-se perpendiculares aos lados de ABC, intersectando AB em O, AC

em O; e BC em O3, entdo OO, + 00, + 00, =R +r.”
Demonstracao:

a) Inicialmente note que ZBOC =2.ZBAC =2A

ABOC éisosceles = 0Os ¢ altura e bissetriz =

/ZB0O03;=A = 00;=R.cos A

Analogamente: OO, =R.cos B 00; =R.cos C

A area de ABOC ¢ dada por S(ABOC) =a.005/2 = (a.R.cos A)/2
Analogamente S(AAOB) = (c.R.cos C)/2 e S(AAOC) = (b.R.cos B)/2
Desta forma a area de AABC ¢ dada por:

S =(a.R.cos A)/2 + (b.R.cos B)/2 + (c.R.cos C)2 =

S =R(a.cos A + b.cos B + c.cos C)/2

Em AABC temos que:
a=b.cosC+ccosB b=acosC+c.cosA c=a.cosB+b.cosA
Somando estas equagoes:

atb+c=(b+c)cosA+(atc)cosB+(atb)cosC =
atb+c=(a+b+c)cosA+(a+b+c)cosB+(a+b+c)cosC—a.cos A-—b.cosB-ccosC =
(atb+c)=(a+b+c)cos A+ cosB+cosC)—(acos A+b.cosB+c.cosC) =

2p=2p(003+002+001j—§ = pR=p(00; +00,+00;) —pr = 00, +00,+00;=R +r

R R R R

7.5.7) Teorema: “Se, num tridngulo ABC, O ¢ o centro do circulo circunscrito; G € o ponto de
intersecdo das medianas; a, b ¢ ¢ s3o os lados ¢ R é o raio do circulo circunscrito, entao

_ 2 2 2
OG2 _Rr2_2 +b" +c” ,,
9
Demonstracao: )
Como AOMC é retdngulo: OM* =R”? _aT'
Lei dos Cossenos em AOGM: OM? = 0G? + GM? - 2.0G.GM.cos o0 =
2 2
R2-2 —0G6*+ 2 _20G6. 20 cosar (1)
4 9 3
Ry 0 Lei dos Cossenos em AOGA:
q OA%=0G* + AG* - 2.0G.AG.cos (180°— o) =
4m? 2
B\l\—d/ C R?=0G? +%+2.0G. r; coso =
2 2 2 2
R7_OG + M 2068 cosa 2)
2 2 9 3

3R a’ 3.0G’ . m;

Somando (1) e (2): - =
() () 2 4 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2
3R” a7 _30G” b & a’ | gr_pr_a tbitc
2 4 2 6 6 12 9

7.5.8) Teorema de Euler: “Sejam O e I o circuncentro e o incentro, respectivamente, de um tridngulo
com raio do circulo circunscrito igual a R e raio do circulo inscrito igual a r.
Entdo OF* = R* - 2Rr.”



Area e Relacoes Métricas nos Quadrilateros

8.1) TEOREMA DE PTOLOMEU: “Num quadrilatero inscritivel, o produto das diagonais ¢ igual a
soma dos produtos dos lados opostos”.
1* Demonstracio:

a Sejam: AB=a, BC=b, CD=c¢, DA=d, AC=p e BD=q.
Seja P o ponto sobre o BD tal que Z/BAP = ZCAD.
B 5 D Desde que AAPD ~ AABC: % RN PDp=b.d (1)
p
Como AAPB ~ AADC: S8 =% = BPp=ac )
c p

Somando (1) e (2): p(PD + BP)=a.c+b.d = |p.g=a.c+b.d

C
2" Demonstracio:
Em AABD e ABCD temos q° = a” + d* — 2.a.d.cos A e ¢° = b + ¢* — 2.b.c.cos A.

Assim: (be +ad)q” = (a® + d’)be + (b* + ¢*)ad = (ab + cd)(ac + bd) = q* = Eb . Cj
c+a

(ac+bd) (1)

ad + bc

Analogamente: p” = 1 (ac+bd) (2). Multiplicando (1) e (2) obtemos | pq = ac + bd.
c

8.1.1) Desigualdade de Ptolomeu: "Se ABC ¢ um triangulo e P ¢ um ponto do plano de AABC, entao
AB.CP + BC.AP > AC.BP. A igualdade ocorre se e somente o quadrilatero ABCP ¢ inscritivel."
Demonstracao:

Por P trace perpendiculares aos lados BC, AC e AB, intersectando
estes lados nos pontos Aj, B; e Cy, respectivamente.

Trace os segmentos de reta A;C;, A|B; e B,C;.

Como ZAC P + ZABP = 90° + 90° = 180°, entdo o quadrilatero
ABPC; ¢ inscritivel, sendo AP um didmetro da circunferéncia
circunscrita. Além do mais, ZPB;A = 180° — /B;AC; = A.

) ) B
Aplicando Lei dos Senos em APB;C; temos que: I—CE =AP.

sen A
Como sen A =B—C, entdo B,C, = BCAP .
2R 2R
ACBP AB.CP

Analogamente, temos que A,C, = e AB, =
B A, C g q M= e

Como a menor distancia entre dois pontos ¢ em linha reta, entdio A;B; + B,C; > A;C; =

ABCP  BCAP ABCP  _ I\B.CP 1 BCAP> AB.CP
2R 2R 2R

A igualdade ocorre se e somente se A;B; + B;C; = A;Cy, ou seja, se e somente se 0s pontos Aj,
B, e C; estdao alinhados, fazendo com que esta reta seja uma Reta de Simson e o ponto P pertenca ao
circuncirculo de AABC. Assim, o quadrilatero ABCP ¢ inscritivel e a Desigualdade de Ptolomeu se
transforma no Teorema de Ptolomeu.

Perceba que a Desigualdade de Ptolomeu ¢ um teorema bem mais geral que o Teorema de
Ptolomeu. A Desigualdade de Ptolomeu permite descobrir se um quadrilditero ABCD ¢ inscritivel
diretamente a partir dos valores dos lados e diagonais, sem que seja necessario fazer uma analise dos
angulos de ABCD. Para isto, basta que se verifique a igualdade AB.CD + BC.AD = AB.CD. Se por
acaso ocorrer de AB.CP + BC.AP > AB.CP, entdo ABCD néo € inscritivel.



